A soma de séries na obra De triplici Motu de Alvaro Tomas
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Introducéo

Sabe-se muito pouco sobre a vida de Alvaro Tomas. Deve ter nascido em Lisboa na
penultima década do século XV. Na segunda década do século seguinte encontramo-lo na
Universidade de Paris, ensinando no College de Cocqueret, e depois como estudante na
Faculdade de Medicina. Para uma sintese biografica de Tomas, indica-se 0 excelente artigo
introdutério (Leitdo 2000).

O Unico trabalho conhecido de Tomas é o Liber de triplici Motu, publicado em Paris em
1509. A obra esta dividida em duas partes. A primeira € dedicada a exposi¢do da Teoria das
Proporc¢des na versdo de Nicomaco de Gerasa, e a segunda é o tratado de Filosofia Natural
(isto ¢, de Fisica) propriamente dito. Esta segunda parte divide-se por sua vez em quatro
“tratados”; o primeiro ¢ dedicado aos movimentos locais no que respeita as causas, 0
segundo aos movimentos locais no que respeita aos efeitos, o terceiro aos movimentos de
aumento e diminuicao, e o quarto aos movimentos de alteracao.

Convém insistir em que o De triplici Motu de Alvaro Tomés €, no seu dmbito mais
alargado, uma obra de Fisica e ndo de Matematica. Trata-se, como € 6ébvio, de Fisica no
sentido aristotélico, tal como foi estudada e desenvolvida nas universidades europeias dos
finais da Idade Média e do principio do Renascimento. Tradicionalmente, este ramo do saber
escolastico consistia mais no estudo qualitativo de certos fendbmenos da Natureza, do que na
sua quantificacdo. Mas ha uma clara filiagdo do De triplici Motu na corrente dos
calculadores de Oxford, que iniciaram o estudo da quantificacdo das qualidades intensivas. O
préprio titulo completo® do livro de Tomas faz referéncia a Richard Swineshead (Suiseth),
figura de proa do Merton College no século XIV e que geralmente era designado como 0
Calculador: Livro sobre o movimento triplo com um anexo sobre propor¢des do mestre
Alvaro Tomés Lisboeta esclarecendo em parte as calculag@es filosoficas de Suiseth. Além
disso, o titulo d& destaque ao anexo sobre a teoria das propor¢des, instrumento indispensavel
dessa quantificagdo no inicio do século XVI. Portanto, o De triplici Motu apresenta também
um certo pendor quantitativo, que fornece o contexto em que Tomas formula consideracdes e
resultados que podem ser interpretados em termos de séries infinitas de ndmeros reais
positivos. Esta comunicacdo debrucar-se-a sobre as doze conclusdes acerca de movimentos
uniformemente diformes contidas no terceiro capitulo do segundo tratado®.

Embora ndo haja referéncias a isso no titulo, o De triplici Motu sofre também uma
influéncia notoria da escola de Paris, e nomeadamente de Nicole Oresme, nome referido
varias vezes no texto (com a grafia Horem ou Horen). Esta ligacdo é muito natural, dada a
importancia das contribuicdes da escola parisiense do século XIV para os estudos de
cinematica e de dindmica, e dado que Tomas ensinava justamente na Universidade de Paris,
onde Oresme tinha trabalhado 150 anos antes; mas, apesar disso, a Teoria das Configuracoes,

! Departamento de Matematica Pura da Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto; Centro de Matematica
da Universidade do Porto.

2 Liber de triplici motu proportionibus annexis magistri Alvari Thome Ulixbofi philosophicas Suiseth
calculatbes ex parte declaras.

¥ O movimento local é estudado no Segundo tratado, em que se trata da velocidade e da lentiddo do movimento
no que respeita ao efeito, comecando pelo movimento local como se a priori; os resultados que nos interessam
constituem o Capitulo terceiro, em que se mostra o modo de conhecer e de medir 0s movimentos
uniformemente diformes e diformemente diformes, quanto ao tempo e quanto a velocidade, em todas as
espécies, etc.



que Oresme propOe na primeira parte do tratado De Configurationibus Qualitatum et
Motuum, esta completamente ausente do De triplici Motu. Mesmo quando reproduz
exactamente um exemplo ja estudado por Oresme, Tomas ndo se socorre de nenhum
diagrama, seja para justificar as suas afirmacfes, seja meramente para auxiliar o leitor na
compreenséo dos enunciados.

No sétimo capitulo da parte Il do De Configurationibus, Oresme demonstra
geométricamente um famoso resultado (conhecido como Teorema de Merton ou Teorema do
Valor Médio), de que os fisicos de Oxford ja haviam dado demonstracdes de cariz aritmético.
Este teorema responde a uma questdo importante, que pode ser formulada para a distribuigéo
de qualquer qualidade intensiva por um sujeito unidimensional®, mas que enunciarei aqui
apenas para o caso do movimento local: dado um movimento uniformemente diforme, sera
possivel substitui-lo (para alguns efeitos, obviamente) por um movimento uniforme? O
resultado descoberto pelos fisicos quatrocentistas do Merton College diz que sim: para
efeitos de espaco percorrido, um movimento uniformemente diforme pode ser substituido
pelo movimento uniforme no mesmo periodo de tempo e com velocidade igual a do instante
médio do primeiro.

E absolutamente natural colocar a mesma questdo para o caso dos movimentos (ou, mais
geralmente, das distribuicGes de qualidades intensivas) diformemente diformes. Ndo ha,
contudo, para esta segunda questdo, uma resposta universal como havia para a primeira. O
que Oresme faz, depois de dar a sua demonstracdo geométrica do Teorema de Merton, é dar
a resposta para alguns (escassissimos) casos particulares.

De facto, os exemplos sdo apenas trés. Em De Configurationibus I1l, 8 Oresme aborda
um tipo de situagdo que Tomé&s tratarda com mais prolixidade: a divisdo em partes
continuamente proporcionais do periodo de tempo em que o movimento decorre (ou do
sujeito unidimensional pelo qual a qualidade se distribui). A cada parte proporcional do
tempo (ou do sujeito) corresponde uma intensidade diferente da velocidade (ou da qualidade
intensiva), mas as regras de dependéncia consideradas sdo muito limitadas: apenas se
consideram variacGes segundo a propor¢do artitmética ou segundo a proporcao geométrica.
O exemplo do capitulo 111, 9 distingue-se do anterior pela diferente razdo em que o tempo
(ou o sujeito) se divide e também pela diferente relacdo entre as intensidades da velocidade
(ou da qualidade) em cada uma das partes. A originalidade do exemplo apresentado no
capitulo 111, 10 reside em que as partes de ordem impar corresponde uma distribuicao
uniforme, tal como acontecia nos dois exemplos anteriores, enquanto que as partes de ordem
par corresponde uma distribuicdo uniformemente diforme. Em Ill, 11 Oresme prop6e uma
outra maneira de olhar para a configuracdo tratada em IIl, 8; é uma observacao
interessantissima, mas refere-se a um periodo de tempo (ou a um sujeito) infinito e, nesse
sentido, ndo tem correspondente no De Triplici Motu de Tomas.

5° capitulo da 12 parte

A primeira parte do De triplici Motu comeca por uma exposi¢do sucinta sobre razoes e
proporcdes de numeros naturais. A terminologia pesada das razbes supraparticulares e
supraparcientes é a de Nicomaco de Gerasa®.

Embora Toméas apenas utilize razbes entre grandezas comensuraveis, ndo deixa de
indicar como encontrar grandezas cuja razdo seja irracional (isto é, que ndo possa exprimir-
-se por razdes de nimeros naturais). Toma o exemplo do lado e da diagonal dum quadrado, o
que lhe fornece ocasido para apresentar uma das rarissimas figuras do livro (fl. a 3").

* Oresme trata também os casos em que 0 sujeito é bidimensional ou tridimensional. Estas situacées ndo serdo
aqui mencionadas, pois ndo tém aplicacdo directa ao estudo do movimento local.

> A Introdicdo & Aritmética de Nicémaco esta disponivel, em traducdo para a lingua inglesa, em (Nicomachus
of Gerasa 1952).



Nesta primeira parte, interessa-nos apenas observar as duas ultimas suposicOes e a
primeira conclusdo do quinto capitulo®.

Terceira suposicdo. Quando houver alguma proporgao continua, segundo uma proporcdo geométrica, aquela
que for a proporcéo entre as proporcionais, tal é [também a proporcao] entre as suas diferengas ou excessos.
Que 0 mesmo é que, tal como 8 esta para 4 na proporcdo dupla e analogamente 4 [estd] para 2 na mesma
proporcéo, formando proporgdo continua, assim a diferenca ou excesso entre 8 e 4 estd para a diferenga ou
excesso entre 4 e 2 na proporcao dupla. (...) (Tomas 1509, fl. a 5")

Ou seja, designando por py, p2, ... Pn, ... as diferentes partes em que se decompde um dado
todo e fazendo uso de notacdo simbolica (que obviamente Tomas ndo conhece), bem como
da letra g (Que Tomas introduzird mais adiante), temos que

&:&:&:...:g = pl_pzzpz_p3:...:g_

P, Ps P, P, — Ps Ps — P,

Esta suposicdo lembra duas proposicfes dos Elementos de Euclides, a 192 do livro V
(relativa a grandezas) e a 112 do livro VII (relativa a nimeros). Podem ambas traduzir-se
simbolicamente por

a
—= = — .
b d b-d b

A diferenca entre estas proposicbes de Euclides e a 3% suposicdo de Tomas esta na
quantidade dos nimeros ou das grandezas envolvidos. As proposic¢des euclidianas aplicam-
-se a quantidades finitas de nimeros ou de grandezas, enquanto que a 3% suposicdo de Tomas
se refere a um todo dividido em infinitas partes proporcionais.

A 42 suposicdo é um corolario da anterior.

_c a-c _a

Quarta suposicdo. Se se dividir qualquer corpo em infinitas partes; e se, perdendo a primeira delas, [0 corpo]
perder qualquer propor¢do, digamos a, isto é, se tornar menor na proporcao a; e, perdendo a segunda depois da
primeira, se tornar menor segundo a; e, perdendo a terceira depois da segunda, se tornar novamente menor
segundo a; e assim sucessivamente, [entdo] todas aquelas partes sdo partes proporcionais daquele corpo
segundo a proporgao a. (...) (Tomas 1509, fl. a 5")

Esta suposicao pode traduzir-se por’

p1+p2+p3+"': p2+p3+p4+"':_“:g — &:&:&:_“:g_
P, + P+ Py +--- P; + Pyt Ps+-- P, Ps P,

Como primeira conclusdo, Tomas apresenta a proposicao reciproca da 42 suposicao:

Posto isto, seja a primeira conclusdo. Quando se divide qualquer corpo em qualquer género de proporcéao, o
corpo todo deverd estar para o0 agregado de todas as suas partes proporcionais a seguir a primeira na propor¢do
em que o corpo se divide. Exemplo: como se o corpo se dividir segundo a proporcao sesquialtera, é preciso que
0 corpo esteja para 0 agregado de todas as partes proporcionais a seguir a primeira na proporcao sesquialtera.
(...) (Toméas 1509, fl. a 5")

Ou seja,

&:&:&:...:g = p1+p2+p3+"-:g
P, Ps P4 P, + P;+ P, -

® S0 enunciadas no Capitulo quinto, em que se trata da divisdo dum corpo em partes proporcionais na
proporc¢ao racional que se quiser.

" Na transcricdo simbolica, a letra a desta passagem foi substituida pela letra g, que Tomas utilizara
consistentemente no terceiro capitulo do segundo tratado da segunda parte.



Também este resultado é sugestivo de duas proposi¢des de Euclides, desta vez Elementos V,
12 e VII, 12, que podem representar-se simbolicamente por
a_c a+c _a

— = = =—,
b d b+d b
Tal como acontecia com a 3?2 suposi¢do, também a 12 conclusdo ndo decorre das proposicoes
euclidianas, em virtude de envolver uma quantidade infinita de partes proporcionais.

13,22 32 42 e 52 conclusoes
Logo no inicio do terceiro capitulo do segundo tratado da primeira parte, Tomas repete a
conclusdo que acabamos de ver (do quinto capitulo da primeira parte).

Primeira conclusdo. Dividido algum corpo ou latitude em partes proporcionais segundo qualquer proporcao
que quiseres, todo esse corpo ou latitude esta para o residuo da primeira parte proporcional na proporcdo em
gue 0 mesmo [corpo] ou a mesma latitude se dividem. Esta é a conclusdo primeira e fundamental que se indica
no quinto capitulo da primeira parte desta obra; veja-se nesse local. (Tomas 1509, fl. p 4%)

As 22 e 42 conclusdes sdo particularmente importantes. A situa¢do nelas estudada é uma
generalizacdo da considerada por Oresme em De Configurationibus 111, 8. Um certo periodo
de tempo é dividido em partes proporcionais segundo uma razdo qualquer (e nao
necessariamente segundo a razdo dupla), e considera-se um moével que se move com uma
certa velocidade durante a primeira dessas partes proporcionais do tempo, com o dobro dessa
velocidade durante a segunda parte do tempo, com o triplo dessa velocidade durante a
terceira parte, e assim sucessivamente.

Segunda concluséo. Dividido algum tempo em partes proporcionais segundo qualquer proporcéo, seja algum
maével que se move na primeira parte proporcional [do tempo] com alguma velocidade, e na segunda com
[velocidade] duplamente maior do que na primeira, e na terceira triplamente maior do que na primeira, € na
guarta quadruplamente maior, e assim sucessivamente, ascendendo por todas as espécies de propor¢do multipla;
tal velocidade de todo esse tempo e de todas as suas partes proporcionais esta para a velocidade da primeira
parte proporcional [do tempo] na propor¢do em que todo esse tempo assim dividido [estd] em ordem a [sua]
primeira parte proporcional. (Tomas 1509, fl. p 4")

A boa compreensdo desta passagem exige um esclarecimento relativamente a um
pormenor terminol6gico. Para a generalidade dos fisicos que se debrugcam sobre o
movimento local (e para Oresme, em particular), a velocidade total é o espaco percorrido, o
que esta de acordo com a terminologia usada no restante da teoria das qualidades intensivas,
de que a distribuicdo das velocidades por um periodo de tempo € apenas um caso particular.
Para Tomas, pelo contrario, a velocidade total (aqui expressa por velocidade de todo esse
tempo e de todas as suas partes proporcionais) é a velocidade média, isto €, a velocidade
que, se fosse constante ao longo de todo o periodo de tempo, faria 0 mével percorrer
exactamente 0 mesmo espaco. Portanto, a ideia da 2% conclusdo é a de procurar um
movimento uniforme que possa, para efeitos de espaco percorrido, substituir o movimento
diformemente diforme em consideracdo. Tomas afirma que a velocidade de tal movimento é
a gque se comporta para com a velocidade da primeira parte exactamente da mesma maneira
que o periodo de tempo total se comporta para com a sua primeira parte. Em linguagem da
teoria das proporcoes: a razdo do tempo total para a primeira parte do tempo é igual a razéo
da velocidade média para a velocidade durante a primeira parte do tempo.

Antes de passar & demonstragdo, Tomas da um exemplo:

Como se aquele tempo for dividido em partes proporcionais segundo a proporcao sesquialtera e as velocidades
das suas partes proporcionais se dispuserem do modo que a conclusdo pde, entdo digo que a velocidade total do
tempo todo esta para a velocidade da primeira parte proporcional exactamente segundo a proporcéo tripla, pelo
facto de que todo o tempo dividido em partes proporcionais na proporcao sesquialtera estd para a [sua] primeira



[parte] proporcional na proporcéo tripla. Efectivamente, a primeira parte é a terga [parte] do todo, como mostra
a quarta conclusdo do quinto capitulo da primeira parte desta obra. (Tomas 1509, fl. p 4")

Seja g a razdo das partes proporcionais do tempo. A primeira ideia da demonstracdo da
22 concluséo € a de considerar o excedente da velocidade em cada parte proporcional do
tempo relativamente a velocidade na parte anterior e de estender esse excedente a todas as
partes seguintes. Se v, for a velocidade da n-ésima parte proporcional do tempo, entdo pode
estender-se v, —v, ,(=v,) da n-ésima parte do tempo em diante. Como o0s excedentes de

velocidade sdo todos iguais, 0s espagos percorridos em virtude desses excedentes sao
proporcionais aos tempos; portanto, pela 1% concluséo, estardo (tal como os tempos) em
proporcéo continua na razéo g.

Também se prova universalmente esta conclusdo, e suponho que, quando as velocidades estdo [entre si] do
modo que o texto da conclusdo pretende, entdo estende-se pelo tempo todo aquela velocidade que se estende
pela primeira parte proporcional, e estende-se por todo o residuo da primeira exactamente tanta quanta ndo foi
comunicada a primeira e extensa por todo o tempo, e estende-se novamente por todo o residuo da primeira e da
segunda parte proporcional exactamente tanta velocidade quanta ndo foi comunicada a alguma das precedentes,
e assim sucessivamente. Esta suposi¢do fica assim manifestamente evidente, uma vez que, se a velocidade na
segunda parte proporcional for dupla da velocidade na primeira, e na terceira for tripla, etc., a mesma segunda
contém uma velocidade duas vezes tdo intensa quanto a primeira ndo comum, e a terceira parte contém trés
vezes tanta, e assim sucessivamente; e por consequéncia o residuo da primeira contéem uniformemente duas
vezes tanta velocidade como a primeira (ainda que ndo exactamente, pois de facto contém mais) e o residuo da
segunda parte proporcional trés vezes tanta por todo, ainda que ndo exactamente, e assim sucessivamente
aquelas partes excedem-se sempre continuamente por uma velocidade igual & velocidade da primeira parte
proporcional. (Tomas 1509, fl. p 4")

Segue-se uma das passagens mais interessantes do Liber de Triplici Motu, pelo uso de
letras para designar raz6es em abstracto.

Suposto isto, prova-se a conclusdo; e quero que a hora seja dividida em partes proporcionais em qualquer
proporg¢do (quanta se quiser) que seja g, e coestendam-se aquelas velocidades como diz o caso da concluséo por
aquelas partes proporcionais, e seja f a propor¢do da hora toda, dividida em partes proporcionais segundo a
proporc¢do g, para a primeira parte proporcional; entdo digo que toda a velocidade da hora toda esta na
proporcdo f para a velocidade da primeira parte proporcional. (Tomas 1509, fls. p 4%, q 1"

Trata-se, porém, duma abstraccdo ainda incipiente. E claro que as razdes g e f ndo podem
tomar-se independentemente uma da outra, mas Tomas nao esta em condicdes de explicitar a
relacdo de dependéncia entre elas. Usando simbologia algébrica, essa relacdo pode escrever-
-se como

1 1 1
_+_:_’
f g 1
como imediatamente se observa a partir de
i_i_l: P, n P+ Ps+ Pyt
f g Pit P+ P +Ps - PP+ Pyt Pyt

Voltemos a argumentacdo de Tomas. A segunda ideia da demonstracdo é a de ver o que
acontece se 0s mesmos excedentes de velocidade forem extensos a hora toda e,
simultaneamente, diminuidos em intensidade (de modo a provocarem o percurso do mesmo
espaco). Como 0s espacos percorridos sdo 0s mesmos que anteriormente, sdo agora estes
novos graus de velocidade que estdo em prporcdo continua na razdo g. Ora, a velocidade
média ndo é mais do que a soma de todos os excedentes deste segundo tipo. Portanto, a
velocidade média estard para a velocidade v, na razao f, exactamente como sucede com 0s
tempos.



O que se prova assim: porque a velocidade igual a velocidade na primeira parte proporcional extensa por aquela
hora faz [isto €, contribui] alguma coisa para a intensidade de toda a velocidade porque é parte dela, como
mostra a suposi¢do precedente, e tanta velocidade como essa se estende, adicionada a pré-existente, por todo o
residuo da primeira parte proporcional segundo a proporcdo g, como também diz a suposi¢do. Portanto, ela
perfaz menos na proporcéo g, porque é igual [em intensidade] a outra, extensa pelo todo, mas estd num tempo
menor na proporcao g, como diz a primeira concluséo; porque o tempo se divide segundo a propor¢édo g, logo o
todo esta para o residuo da primeira parte proporcional na proporcdo g. Igualmente, estende-se de novo tanta
velocidade ndo comum a alguma das precedentes por todo o residuo da primeira parte proporcional e da
segunda, e esse tempo residuo da primeira e da segunda estd na proporcdo g para todo o residuo da primeira.
Portanto, a velocidade a ele coextensa denomina menos na proporcdo g do que a precedente velocidade igual
coextensa a um sujeito maior do que ele na propor¢éo g, e assim sucessivamente. Portanto, a denominacao total
da velocidade compde-se de infinitas [partes] que estdo entre si na proporgédo continua g. (Tomas 1509, fl. q 1")

Uma vez mais é manifesto que o espaco percorrido (a denominacao total da velocidade,
na terminologia de Tomas) € uma noc¢do central desta demonstracdo Embora o objectivo
desta 22 conclusdo seja o estudo da velocidade média (como veremos de seguida, a questao
do espaco percorrido é remetida para a 42 conclusdo), Tomas precisa de raciocinar desde logo
sobre 0 espaco, ainda que para tirar uma conclusdo relativa a velocidade apenas.

Ja a segunda observacdo me parece mais delicada, pelo que a passagem seguinte® merece
ser lida com especial cuidado.

Portanto, a denominacdo total da velocidade comp®e-se de infinitas [partes] que estdo entre si na propor¢do
continua g. Logo, a denominagdo de toda a velocidade, ou a velocidade toda (pois entendo por isso 0 mesmo),
esta para a primeira daquelas denominagdes ou velocidades, que é da primeira parte proporcional e também de
todo o residuo da primeira, na proporc¢do f, que € o que havia a inferir. Esta consequéncia é patente porque,
sempre quando algo se divide na proporcao g, o proprio estd para a primeira parte proporcional na proporcéo f,
como foi posto. E disto é patente que, no caso da conclusdo, a velocidade toda esta para a velocidade da
primeira parte proporcional na propor¢do em que o tempo todo estd em ordem a primeira parte proporcional
segundo a proporcao pela qual se divide o0 mesmo tempo, que era o que havia a provar.

A 32 conclusdo ndo € um resultado que se possa traduzir em termos de séries, mas sim
um lema para ser utilizado na demonstracdo da conclusao que se lhe segue.

Terceira conclusdo. Dividida uma hora ou algum tempo em qualquer proporcdo que queiras, na primeira parte
de tal proporcdo mova-se algum movel exactamente com certa velocidade, e mova-se outro mdvel, ou o
mesmo, em toda aquela hora ou tempo com a mesma velocidade; entdo, em qualquer propor¢do que o tempo
esteja para a primeira parte proporcional, nessa propor¢do estard o espaco terminado ou percorrido no tempo
todo para o espaco percorrido na primeira parte proporcional. (Tomas 1509, fl. q 1"

Portanto, quando a velocidade se mantém constante, o espaco percorrido € proporcinal ao
tempo de percurso®.

A 42 concluséo retoma a situacdo considerada na 2% mas debruca-se agora sobre a
questdo do espaco percorrido, ou melhor, da razao entre o espaco percorrido na hora toda e o
espaco percorrido na primeira parte proporcional da hora.

Quarta conclusdo. Dividida a hora em qualquer propor¢do que queiras em partes proporcionais, mova-se
algum movel na primeira daquelas partes proporcionais com alguma velocidade, e na segunda com velocidade
duplamente maior do que na primeira, e na terceira triplamente maior do que na primeira, e assim
sucessivamente; entdo, nesse caso, a velocidade total estara para a velocidade da primeira parte proporcional na
proporcdo em que o tempo todo esta para a sua primeira parte proporcional, e 0 espago percorrido no tempo
todo estara para o espago percorrido na primeira parte proporcional exactamente na proporcdo duplicada.
(Tomas 1509, fl. q 1)

® A primeira frase desta citac&o é repeticdo da Gltima da anterior.
% Esta ideia tdo simples tem uma longa e intricada historia na Antiguidade e na Idade Média; veja-se, por
exemplo, (Clagett 1959, Pags. 163-186).



Para ilustrar a conclusdo, Tomas volta a apresentar o exemplo em que a hora esta
dividida em partes proporcionais na propor¢do sesquidltera. Ja se tinha visto, a proposito da
22 conclusdo, que neste caso a velocidade média é tripla da velocidade da primeira parte da
hora. Agora, a 42 conclusédo afirma que o espaco percorrido na hora toda é ndénuplo do espaco
percorrido nessa primeira parte da hora.

Quero dizer que se a hora se dividir do modo posto na conclusdo, por exemplo se se dividir na proporcdo
sesquialtera, e 0 mével se mover por essas partes proporcionais (...) como diz o caso da conclusédo, entdo a
velocidade total de tal movimento estara para a velocidade da primeira parte proporcional na proporcéo tripla,
porque assim esta um todo dividido segundo a proporgdo sesquialtera para a primeira parte proporcional, como
é patente da quarta conclusao do quinto capitulo da primeira parte; e 0 espaco percorrido na hora toda esta para
0 espago percorrido na primeira parte proporcional na proporg¢ao dupla da tripla, porque é tripla a proporg¢éo das
velocidades. Ora essa proporcao tripla duplicada é a ndnupla, como é patente da oitava conclusdo do sexto
capitulo da segunda parte. E assim, se [0 movel] percorrer um pé na primeira parte, percorrera nove [pés] na
hora toda. A conclusdo demonstra-se assim; seja um movel que se mova exactamente com a velocidade da
primeira parte proporcional tdo somente durante a primeira parte proporcional [do tempo] e percorra 0 espago c;
e mova-se outro mével durante a hora toda com a velocidade da primeira parte proporcional e percorra 0 espago
b; e mova-se um terceiro movel durante a hora toda com aquela velocidade total, assim como se pde no caso da
conclusdo, que esteja na proporcdo f para a velocidade da primeira das partes proporcionais, como diz a
segunda conclusdo, (...) e percorra 0 espaco a; e argumenta-se assim; do espaco a para 0 espaco b ha a
proporcdo f, porque os tempos nos quais sdo percorridos sdo iguais e a velocidade com que é percorrido a é
maior na proporcao f do que a velocidade com que é percorrido b, como é patente pelo caso; e, além disso, do
espaco b para o espaco ¢ ha a proporcao f; e a é 0 espaco percorrido na hora toda no caso da concluséo e c [é 0
espaco] percorrido na primeira parte proporcional. (Tomés 1509, fl. q 1")

Designemos por v; a velocidade do mdvel durante a primeira parte da hora e por vy a
velocidade média. Tomas chama

- C a0 espaco percorrido na primeira parte da hora com a velocidade v;;

- b ao espaco percorrido na hora toda com a velocidade v;;

- a ao espaco percorrido na hora toda com a velocidade v.

A 32 conclusdo garante que b esta para ¢ na razao f, porque ambos os espacos sdo percorridos
com a mesma velocidade. E a esta para b na razéo de vy para vi (que também é f) porque os
dois movimentos decorrem no mesmo intervalo de tempo. Portanto, compondo estas duas

razdes, conclui-se que a esta para ¢ na razdo f? (a razdo duplicada de f, na terminologia

aditiva das teorias das proporgoes).

A 52 conclusdo ndo é mais do que uma chamada de atencdo para 0s casos particulares da
2% e da 48 que se obtém ao considerar g como uma razdo supraparticular. Como €é 6bvio,
verifica-se nestes casos que a velocidade média é uma das velocidades atribuidas ao movel
numa das partes proporcionais da hora.

62, 78, 82 e 92 conclusdes

As quatro conclusdes que se seguem sdo menos interessantes do que a 22 e a 42, pelo
menos do ponto de vista das séries. Agora ndo é s6 o tempo que esta dividido em partes
continuamente proporcionais, mas sdo também as velocidades em cada parte proporcional do
tempo que constituem uma progressdo geométrica. Portanto, os diferentes espacos
percorridos (produto dos tempos pelas velocidades ou, se se preferir, proporcionais a areas
de rectangulos cujas bases sdo proporcionais aos tempos e cujas alturas sdo proporcionais as
velocidades) constituem também eles uma progressao geométrica.

Na 62 conclusdo afirma-se que, se a velocidade em cada parte proporcional for crescendo
numa razao igual ou maior do que aquela em que as partes proporcionais diminuem, entao
tanto a velocidade media como o espaco percorrido serdo infinitos. Ou seja, Tomas mostra
saber que uma série geométrica s6 converge se a razdo for inferior a unidade.



Sexta conclusdo. Dividida a hora em qualquer propor¢cdo que quiseres, qualquer que seja a proporcdo entre
duas partes imediatas, esteja nessa mesma propor¢do ou numa maior a velocidade da [parte] menor para a
velocidade da [parte] maior; [entdo] toda essa velocidade € infinita e o espago percorrido serd, pela mesma
razdo, infinito. (Tomas 1509, fl. g 2"

Embora o enunciado mantenha a ordem formalmente adoptada nas 22 e 4% conclusdes
(primeiro a velocidade e s6 depois 0 espago), a demonstracdo exibe uma inversao deste
procedimento.

Prova-se a segunda parte da conclusdo; porque nesse caso 0 mdvel que assim se mover percorre tanto espago na
parte seguinte como na anterior, ou mais, e ha infinitas partes proporcionais; logo, na hora toda percorrera [um
espaco] infinito. (...) E assim é patente a segunda parte [da conclusdo] e, por consequéncia, [também] a
primeira. Efectivamente, se mediante essa velocidade o mdvel percorre um espaco infinito, é forcoso que essa
velocidade seja infinita. Portanto, a concluséo é patente. (Tomas 1509, fl. g 2")

Portanto, desta vez, Tomas comeca explicitamente por demonstrar a parte referente ao
espaco, que ocupa o segundo lugar no enunciado da conclusdo. A parte relativa a velocidade
segue entdo como um corolério imediato, uma vez que um espago infinito ndo pode ser
percorrido a velocidade finita em tempo finito.

Na 72 e na 82 conclusdes, compdem-se e separam-se razdes de progressdes geométricas™.
A dualidade dos contetdos e a semelhanca formal da apresentacdo de Tomas justificam que
sejam aqui tratadas em simultaneo.

Se a velocidade em cada parte proporcional do tempo for crescendo numa razao menor
do que aquela em que as partes proporcionais do tempo diminuem, entdo os diversos espacos
(percorridos durante as diferentes partes proporcionais do tempo) constituem uma progressao
geomeétrica cuja razdo é o quociente da razdo dos tempos pela razdo das velocidades. Ou, na
linguagem das teorias classicas das proporcOes, estes diversos espagos sdo continuamente
proporcionais e estdo na razdo pela qual a razdo dos tempos excede a razdo das velocidades.
No enunciado da sétima conclusdo, Toméas passa directamente para a razdo do espaco
percorrido na hora toda para o espago percorrido na primeira parte proporcional do tempo.

Sétima conclusdo. Partida a hora em partes proporcionais na proporgdo que quiseres, movendo-se 0 moével
continuamente mais depressa na parte seguinte do que na parte precedente (mais depressa, ndo obstante, numa
propor¢do menor do que a proporcdo da divisdo [da hora]); o espaco percorrido na hora toda estard para o
espaco percorrido na primeira parte proporcional do tempo na propor¢do em que qualquer todo dividido
segundo a proporcao pela qual a propor¢do maior do tempo excede a proporg¢do das velocidades estd em ordem
a primeira parte proporcional. (Tomas 1509, fl. g 2")

Pelo contrério, se as velocidades também forem diminuindo segundo uma proporcéao
continua, entdo os espacos (percorridos durante as diferentes partes proporcionais do tempo)
constituem uma progressao geométrica cuja razdo é o produto das razdes dos tempos e das
velocidades. Numa linguagem mais proxima da de Tomas, estes espacos sdo continuamente
proporcionais e estdo na razdo composta das razdes dos tempos e das velocidades.

Oitava conclusdo. Partida a hora em partes proporcionais em qualquer propor¢do que queiras, mova-se 0
maével continuamente mais depressa, em certa proporgao, na parte precedente, maior, do que na imediatamente
seguinte, menor; o espago percorrido na hora toda estard para o espago percorrido na primeira parte

9 Na terminologia euclidiana ha distingdo nitida entre nimero, grandeza e razdo; esta distingdo foi-se
esbatendo, sobretudo nos ultimos séculos da Idade Média e no Renascimento, assistindo-se a um progressivo
alargamento do conceito de ndmero, que acabaria por englobar os dois restantes a partir do século XIX. No
contexto da matematica grega, a composicao e a separacao sdo operagdes sobre razdes teorizadas no livro V
dos Elementos de Euclides (cujo contetdo é atribuido a Eudoxo de Cnido) e recebem ai uma terminologia
aditiva que se mantém no tratado de Nicémaco. Contudo, na passagem ao conceito mais generalizado de
namero real positivo, elas correspondem & multiplicacéo e a divisdo dos nimeros representativos dessas razdes
(isto €, dos nimeros reais que estdo nessas razdes para 0 nimero 1).



proporcional na proporcdo em que esta qualquer todo, dividido em partes proporcionais segundo a proporgao
composta da proporcao dos tempos, a saber, da parte proporcional maior para a parte imediatamente seguinte,
menor, e [da propor¢do] da velocidade da parte maior para a velocidade da parte menor, para a primeira parte
de tal divisdo. (Tomas 1509, fl. g 3")

Tomaés considera que a 72 e a 82 conclusfes tém enunciados pesados, cuja compreensdo
pode ser facilitada pela apresentacdo de exemplos:

Este teorema, de enunciado longo e enredado, pede uma clarificagdo em termos conhecidos e com exemplos.
Quero portanto dar um exemplo adequado. (Tomas 1509, fl. g 2")

e
Explique-se este obscuro teorema através da apresentacéo de exemplos. (Tomas 1509, fl. g 3")

Os primeiros exemplos ndo sédo interessantes; sdo-no mais as duas frases citadas, pelo uso do
termo teorema para designar resultados relativos a séries.

Tomas apresenta também uma formulacdo geral destes resultados. Designa, como
anteriormente, por g a razéo por que decrescem as partes do tempo, mas utiliza a letra f para
designar agora a razdo das velocidades (que crescem na 72 conclusdo e decrescem na 82).

Na 72 conclusdo chama h a razdo obtida por separacéo entre f e g:

A conclusdo também se prova geralmente; seja a hora dividida em partes proporcionais na propor¢do g, a
maior, e haja continuamente da velocidade da parte menor para a velocidade da parte maior imediatamente
precedente a propor¢do f, menor do que a propor¢do g; e a propor¢cdo g exceda a proporgdo f mediante a
propor¢do h. Entdo o teorema diz que o espago percorrido na hora toda estd para o espago percorrido na
primeira parte proporcional dessa hora na proporcdo em que algo dividido segundo a propor¢do h esta para a
primeira parte proporcional dessa mesma proporcéo h. (Tomas 1509, fl. g 2%

Na 82 conclus&o, pelo contrério, h designa a composta de f e g:

A conclusdo também se prova universalmente; seja a hora dividida em partes proporcionais segundo a
proporcdo g e mova-se 0 mdvel na parte precedente [do tempo], a maior, continuamente numa certa proporcéo
qualquer mais depressa do que na menor seguinte, de modo que a velocidade seja continuamente maior na parte
maior do que na menor imediatamente seguinte, e seja f a proporg¢éo continua da velocidade da parte maior para
a velocidade da parte menor; e a proporg¢ao composta de g e f seja h; entdo o espago percorrido na hora toda esta
para o espago percorrido na primeira parte proporcional [da hora] na propor¢do em que qualquer todo dividido
em partes proporcionais segundo a proporcdo h estd para a primeira parte proporcional da mesma divisao.
(Tomas 1509, fl. g 3"

I} i ’ = y o i y 0 < . a y
Portanto, na 72 conclusdo, h ? 0 que, como é 6ébvio, pressupde f Na 82 conclusao

h=g- f . Esta escolha de notacdo ndo é muito feliz, uma vez que a letra f designava, nas
conclusdes precedentes, a razdo do todo para a sua primeira parte proporcional; a razéo f é
aqui inteiramente independente da razdo g (exceptua-se apenas a restricdio f <g na 72
concluséo), enquanto que nas 22 e 42 conclusdes as duas razdes estavam ligadas pela relagdo
funcional que obriga a soma dos inversos de f e g a valer 1.

A proposito dum exemplo da 72 conclusao, pode ler-se

(...) as partes proporcionais do tempo estdo continuamente em propor¢do supratriparciente quartas; e a
velocidade das partes consecutivas estdo em propor¢do sesquidltera (...); e a propor¢do supratriparciente
quartas excede a proporgdo sesquidltera (...) pela proporcéo sesquisexta, como se prova nestes termos .7.6.4.
(...) (Tomas 1509, fl. q 3")

Representem-se por t, a n-ésima parte proporcional do tempo (dividido segundo a razdo g),
por v, a velocidade do movimento durante a parte t, do tempo, e por e, 0 espaco percorrido



~ t
durante esse mesmo tempo t,. O que temos neste exemplo sdo os dados —" =1+% e

n+l

Vot :1+1, de onde ndo seria dificil tirar & __ 4 :1+1.
\ 2 en+l 1+i
2

1+§
4
] 1

Mas Tomas utiliza uma aritmética das razdes e das propor¢des que impde uma prética
diferente. Por um lado, as operacdes sobre razdes eram concebidas aditivamente, e nédo
multiplicativamente (sendo alids a terminologia aditiva das teorias das propor¢des, quer da
de Eudoxo-Euclides, quer da de Nicomaco, um reflexo disso mesmo). Por outro lado, Tomas
ndo tinha ainda a disposicdo a simbologia aritmético-algébrica que haveria de ser
desenvolvida ao longo do século XVI e na primeira metade do século XVII.

O procedimento de Tomas € o de exprimir ambas as razfes dadas, a dos tempos e a das
velocidades™, por dois pares de nimeros em que o segundo termo seja 0 mesmo*?. Consegue-

i , . t 7 v 6 «
-0 facilmente com o numero 4; com efeito, — = 2 e M= e pelo que a razdo procurada
v

n+1 n

¢ a de 7 para 6. Portanto, é essa a razdo, h, dos espagcos. Como %+%:%, 0 espaco

percorrido durante o tempo total sera sete vezes maior do que o espacgo percorrido na
primeira parte proporcional do tempo.

Os exemplos da 8% conclusdo referem-se a composicdo de razBes e Sd0 mMenos
interessantes. Vejamos um deles.

A 92 conclusédo é a mais extensa das doze que constituem o terceiro capitulo da segunda
parte do Liber de triplici Motu: ocupa cerca de quatro colunas (0 que equivale a duas
paginas). E uma variacio das trés anteriores, & maneira de De Configurationibus 11, 10, de
Oresme: se as velocidades forem aumentando em certa razao nas partes de ordem impar da
hora e forem aumentando segundo outra razdo nas partes de ordem par da hora, basta que
uma destas razdes seja maior do que a razdo dos tempos, ou que lhe seja igual, para que o
espaco percorrido seja infinito; se ambas as razes das velocidades forem menores do que a
razdao dos tempos, entdo aplica-se a sétima conclusdo as partes de ordem impar e as partes de
ordem par.

Como corolario, segue-se exactamente o exemplo de De Configurationibus Ill, 10,
embora exposto de forma inteiramente retérica, sem recurso ao elucidativo diagrama de
Oresme. Sera porventura mais interessante analisar aqui o 2° corolério.

Tomas considera uma hora dividida em partes continuamente proporcionais segundo a
razdo quadrupla e um mdvel que se desloque com movimento uniforme nas partes de ordem
impar da hora e com movimento uniformemente diforme nas partes de ordem par da hora, de
tal modo que nas sucessivas partes de ordem impar a velocidade va triplicando, enquanto que
em cada parte de ordem par a velocidade aumente desde a velocidade da parte imediatamente
anterior até a velocidade da parte imediatamente seguinte. Afirma que entdo o espaco
percorrido na hora toda esta para o espaco percorrido na primeira parte da hora na razdo
supraundécimaparciente décimas-terceiras.

1 H& que ver sempre se se trata da raz&o duma velocidade para a seguinte, ou da razdo duma velocidade para a
anterior. Tomas considera sempre a razdo da maior grandeza para a menor, quer se trate de tempos, de espagos
ou de velocidades.

12 Como é 6bvio, poderia atingir o0 mesmo objectivo se as exprimisse por dois pares de nimeros em que o
primeiro termo fosse o mesmo.
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Mantenhamos as notagOes anteriormente introduzidas e designemos ainda 0 espaco
percorrido na hora toda, o espaco percorrido nas partes de ordem impar da hora e 0 espaco
percorrido nas partes de ordem par da hora por E, E; e E,, respectivamente. Este 2° corolario
da 9% conclusdo afirma que se g=4, se v,,,, =3v,,, € se no tempo de ordem 2n a

) ) . E 11
velocidade aumentar uniformemente de Vop.1 @ Voneg, €NtA0 — =1+ —

e 13
Toméas supde, muito convenientemente, que o movel percorre 13 pés na primeira parte
proporcional da hora. Ndo sendo essencial, a escolha deste valor numérico facilita
consideravelmente os calculos.
Comecemos por calcular o espaco E;, percorrido nas partes de ordem impar da hora.

t . e
Uma vez que 2% =16 (por ser g =4) e que Vo _ 3, conclui-se que -2 = E; e, cComo
2n+1 2n-1 e2n+1
E. . .
13 + 3 = ! , vem que — = E Como e, =13 pés, ficamos a saber que E, =16 pés.
16 16 1 e, 1

O calculo do espaco E,, percorrido nas partes de ordem par da hora, € inteiramente
semelhante, sendo apenas preciso reduzir os varios movimentos uniformemente acelerados a
movimentos uniformes. O 2° corolario da 9% conclusdo ndo contém nenhuma referéncia
explicita ao Teorema de Merton; contudo, como seria de esperar, este resultado esta
implicitamente presente, logo no comeco da argumentacdo de Tomas, quando este refere que
a média entre uma quantidade e o seu triplo é o dobro da quantidade:

Prova-se supondo que o meio entre o triplo e o subtriplo é duplo do subtriplo, como o0 meio entre ume .3. é .2,,
que é duplo de um. Supbe-se em segundo lugar que as velocidades de partes impares consecutivas estdo
continuamente na proporcao tripla, e também as de partes pares, como é patente pelo caso do corolario em
consideracgdo. (Tomas 1509, fl. q 4")

Designe-se entdo por vy, a velocidade média no tempo de ordem 2n. Sabemos, pelo
Teorema de Merton, que o espaco percorrido pelo mével nesse tempo e nas condi¢bes do
enunciado do coroléario € o mesmo que seria percorrido pelo mével no mesmo tempo mas
com movimento uniforme com velocidade igual a v,,. E a passagem acima citada afirma que,
por um lado, v, =2v, e que, por outro, tal como acontece nas partes de ordem impar,

também v,,,, =3v,,.
. . 1
Ora, de t, =4t, e de v, =2v,, conclui-se que e, =2e,, ou Seja, que e, = 65 pés. E de

t2 e2n 16 E p

=16 e VZLZ=3 deduz-se que =—. Logo, —:E. Assim, conclui-se que
t2n+2 V2n 2n+2 e2 13
E, =8pés e, portanto, que E =24 pes.

E claro que também é possivel considerar uma série geométrica composta por mais do
gue duas séries geométricas. O caso apresentado por Tomas pode ser resumido nas cinco
formulas seguintes:

V5n+l =1+1’ V5n+2 =1+l’ V5n+3 =1+1, V5n+4 =1+1’ V5n+5 =1+1.
VSn—4 2 V5n—3 3 V5n—2 4 V5n—1 5 V5n 6

Como € 6bvio, a formulagdo de Tomas é completamente retorica e, portanto, mais enredada:
Além disto, partida a hora em partes proporcionais numa proporcdo multipla, e estando as velocidades de

quaisquer duas partes distantes por .4. partes proporcionais em qualquer proporcdo supraparticular ou
supraparciente, de modo que as primeiras distantes por .4. partes proporcionais, como a primeira e a sexta
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estejam em velocidade na proporcdo sesquialtera, e a velocidade da sétima para a velocidade da segunda na
proporcdo sesquiterca, e a velocidade da oitava para a velocidade da terceira na proporcdo sesquiquarta, € a
velocidade da nona para a velocidade da quarta na proporcdo sesquiquinta, e a velocidade da décima para a
velocidade da quinta na proporgao sesquisexta, e a velocidade da décima-primeira para a velocidade da sexta na
proporcao sesquialtera, e assim de novo ascendendo até a proporcédo sesquisexta, e depois voltando a proporgao
sesquialtera, e assim sucessivamente, de modo que todas as distantes por .4. comegando na primeira estdo na
proporcdo sesquialtera em velocidade, e comecando na segunda na [proporcdo] sesquiterca, e na terceira na
sesquiquarta, e na quarta na sesquiquinta, e na quinta na sesquisexta, e ndo mais. (Tomas 1509, fl. g 4")

102 conclusdo
A décima conclusdo consiste apenas de exemplos. Correspondem todos a séries do
mesmo tipo, que (Wieleitner 1913-14, pag. 161) representa por

e elergl ol
1+|c+—X+|C+— X" +|C+— X" +--,
b bA bA?

mas ndo vém precedidos por nenhum enunciado de caracter geral.

Estes exemplos sdo interessantes, porque a ideia da demonstragdo é analoga a das 22 e 42
conclusbes. Tomas analisa pormenorizadamente trés casos, sempre com a hora dividida na
razdo dupla, e com as velocidades em cada parte proporcional da hora novamente definidas
em relacdo a velocidade na primeira parte.

Vejamos o primeiro exemplo*:

Dividida a hora em partes proporcionais segundo a propor¢do dupla, mova-se algum mével na primeira parte
proporcional com alguma velocidade, e na segunda com velocidade sesquialteramente maior, e na terceira com
velocidade sesquiquartamente maior do que na primeira, [e na quarta com velocidade sesquioitavamente maior
do que na primeira,] e na quinta com [velocidade] sesquidecimasextamente maior do que na primeira, e assim
sucessivamente, ascendendo por espécies de propor¢do supraparticular denominadas por nimeros parmente
pares [isto é, poténcias de base 2] (melhor dizendo, descendendo, porque as proporgdes supraparticulares séo
tanto menores quanto maior for o nimero por que se denominam, isto é, quanto maior for o nimero por que se
designa a parte aliquota); o espa¢o percorrido na hora toda esta para 0 espaco percorrido na primeira parte
proporcional na proporcéo dupla sesquiterca. (Tomas 1509, fl. g 4%)

Ou seja, Tomas afirma que, se by =g=2c¢e S :1+i , entéo E = 2+£.
n+1 Vl 2” el

Proponho que sigamos pormenorizada e extensivamente a resolucdo deste caso, que €
tipica da argumentacdo demonstrativa de Tomas. Os célculos vdo sendo apresentados numa
sucessdo de silogismos, de que uma das premissas so € provada no silogismo seguinte.

A argumentacdo comeca por supor que a velocidade na primeira parte proporcional da
hora (que, neste caso, é exactamente meia hora) é tal que, durante esse periodo de tempo, 0
movel percorre 2 pés. Este valor é inteiramente irrelevante. Mas ha algum cuidado a ter, na
leitura do texto, com os sistemas de unidades utilizados para medir as grandezas envolvidas.

Prova-se assim; seja, por exemplo, a velocidade da primeira parte proporcional como dois e que mediante essa
velocidade algum maével percorra dois pés na primeira parte proporcional [da hora]; (Tomas 1509, fl. g 4")

Portanto, apesar de os espagos serem medido em pés e de os tempos serem medidos em
horas, as velocidades ndo sdo medidas em pés por hora.
Tomas prosegue:

3 Nesta passagem, Tomas utiliza a expressdo nlimeros parmente pares para designar n(imeros que S&0
poténcias da base 2, e ndo para designar nimeros que séo dobro de nimeros pares (como é o caso na tradi¢do
dos livros VII, VIII e IX dos Elementos de Euclides).
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E argumenta-se assim; estenda-se essa velocidade como dois a toda a hora, porque em qualquer parte
proporcional da hora a velocidade é maior do que dois, como se tem pelo caso; e toda a hora é dupla da sua
primeira parte proporcional, na qual o mével percorre dois pés mediante uma velocidade como dois; portanto,
mediante essa velocidade coextensa a toda a hora, percorre quatro pés, e, mediante 0s excessos das partes
proporcionais sobre essa velocidade como dois, percorre dois tergos de pé, que fazem um terco de dois pés;
portanto, o espago todo estara para o0 espago percorrido na primeira parte proporcional na proporcao dupla
sesquiterca, cujo valor é a proporcdo dos mesmos quatro com dois tercos (...) para dois. (Tomas 1509, fl. q 4")

Resta ainda provar que os varios excedentes de velocidade na segunda meia hora,
relativamente a velocidade com 2 graus de intensidade da primeira meia hora, fazem o movel
percorrer duas tercas partes de pé. Os varios espacos percorridos nas partes proporcionais da
hora constituem uma progressdo geométrica; para calcular a sua razdo, h4 que comecar por
comparar aqueles excedentes das sucessivas velocidades relativamente a primeira.

Provo também que, mediante esses excessos, percorre dois tercos de pé; porque, como a velocidade da segunda
parte proporcional é sesquidltera da velocidade da primeira, que é como dois, segue-se que 0 excesso da
velocidade da segunda sobre a velocidade da primeira é um grau, e, porque a terceira [velocidade] excede a
primeira na propor¢do sesquiquarta, segue-se que 0 seu excesso é metade dum grau, uma vez que de dois e
meio para dois h4 a propr¢do sesquiquarta; e a velocidade da quarta est4 para a velocidade da primeira na
propor¢ao sesquioitava; portanto, 0 seu excesso € um quarto; portanto, nesse caso, do excesso da segunda para
0 excesso da terceira h4 a proporcdo dupla e do excesso da terceira para 0 excesso da quarta [ha] analogamente
a proporgao dupla, e assim sucessivamente encontraras que esses excessos estdo [continuamente] em proporgao
subdupla. (Tomas 1509, fl. g 4%)

. x i V 1 - .
Ou seja, da relagéo inicial :1+2—n e da escolha (arbitraria) de que v, =2, tira-se que
Vl
. vV.,—-V, 1
—V, = il donde se conclui que 24—+ ==,
2" -v, 2

Vn+1
n+1

Encontraras que esses excessos estdo [continuamente] em proporcao subdupla e se estendem a partes que estdo
entre si continuamente em proporcdo subdupla; portanto, os espagos percorridos mediante essas velocidades
estdo entre si em proporg¢do subquédrupla e, por consequéncia, o agregado de todos eles estara para o primeiro
deles na proporgao sesquiterca; e o primeiro deles é meio pé; logo, o todo serd meio pé e um sexto de pé e, por
consequéncia, dois tercos de pé, que é o que havia a provar. (Tomas 1509, fl. g 4")

A conclusdo deste silogismo depende de valer meio pé o espaco percorrido na segunda
parte proporcional da hora em virtude do excedente de velocidade v, —v,. Ora, na primeira
parte do tempo 0 mével animado da velocidade v; (que tem 2 graus de intensidade) percorre
2 pés; logo, animado do excedente de velocidade v, —v, (que tem 1 grau de intensidade) o
movel percorreria 1 pé no mesmo tempo; portanto, na segunda parte do tempo (que é metade
da primeira) o movel animado dessa mesma velocidade v, —v, percorrera meio pé:

Mas provo também que o primeiro deles é meio pé; uma vez que o primeiro deles é percorrido mediante o
excesso da [velocidade da] segunda parte proporcional sobre a [velocidade da] primeira, excesso que é um grau,
mediante o qual na primeira parte proporcional se percorre um pé; portanto, mediante ele, na segunda parte
proporcional, subdupla daquela, percorre-se meio pé, que é o que havia a provar. (Tomas 1509, fl. q 4%)

112 conclusdo

Na 112 concluséo, a hora esta dividida numa razdo qualquer, g, e a velocidade em cada
parte proporcional da hora (excepto, obviamente, a primeira) esta para a velocidade na parte
imediatamente anterior na razdo supraparticular indexada por essa parte, isto é, a velocidade
na parte de ordem n esta para a velocidade na parte de ordem n—1 na razao supraparticular

1 . . <
1+=. O célculo do espaco percorrido no tempo total, ou melhor, da razdo entre o espago
n
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percorrido na hora toda e o espago percorrido na primeira parte proporcional da hora,
depende da razdo g; Tomas ndo consegue exprimir com generalidade a forma dessa
dependéncia, por falta duma notacdo simbdlica adequada, mas a dificuldade desaparece
perante particularizacGes da razdo g. Embora as velocidades em cada parte proporcional da
hora voltem a ser definidas em relacéo as velocidades das partes imediatamente precedentes,
Tomas consegue, por uma escolha habil do grau de velocidade na primeira parte da hora,
reduzir este caso ao que foi estudado nas 2% e 42 conclusdes: para cada n=>2,

1
v, = (1+—)-vn1 e, portanto, se se escolher v, =2, vem v, =n+1.
n

122 concluséo e contexto da obra

Tal como acontece com a 108 também a 122 e Gltima conclusdo do terceiro capitulo do
Liber de triplici Motu consiste apenas de exemplos desacompanhados de qualquer
formulacdo de caracter geral. Além disso, os argumentos que Tomas aqui apresenta nao
conduzem ao célculo exacto de somas de séries, mas sim apenas a indicacdo dum intervalo
onde essas somas se situam. VVejamos apenas o primeiro exemplo.

Se algum tempo for dividido em partes proporcionais segundo a propor¢do dupla, e na primeira parte
proporcional um mdvel se mover com uma velocidade qualquer, e na segunda duplamente mais depressa do
gue na primeira, e na terceira sesquialteramente mais depressa do que na primeira, e na quarta sesquitercamente
mais depressa do que na primeira, e assim sucessivamente, procedendo por todas as espécies de propor¢édo
supraparticular, o espago percorrido no tempo todo é mais do que o dobro do espaco percorrido na primeira
parte proporcional [do tempo] e menos do que o quadruplo. (Tomas 1509, fls. q 5%, g 6")

Podemos traduzir este resultado pela dupla desigualdade
21 31 41 51
. + ._+_._+_._
12 22 320 42°
A primeira desigualdade é uma consequéncia trivial de

1+1.1+1.i2+1.i3+1.i4+...<1+3.1+§.i2+ﬂ.
2 2 2 2 12 22 3

+---<4

1

1
24

.5
4 2°

Prova-se a primeira parte; porque, dividida assim a hora em partes proporcionais segundo a proporcdo dupla e
movendo-se 0 mdvel sempre uniformemente com 0 movimento com que Se move na primeira parte
proporcional, o espago percorrido exactamente na hora toda é exactamente duplo do espaco percorrido na
primeira parte proporcional, como é patente por si mesmo; mas 0 movel move-se mais depressa do que nesse
caso, visto que em qualquer parte proporconal [do tempo] exceptuada a primeira se move mais depressa do que
nesse caso e na primeira [se move] tdo depressa como nesse caso; portanto, percorre mais do que o espacgo
duplo do espaco percorrido na primeira parte proporcional. (Tomés 1509, fl. q 6")

Na demonstracdo da segunda desigualdade, Tomas invoca a 4% conclusao:

Prova-se a segunda parte; porque, se esse mdvel se mover na primeira parte proporcional com alguma
velocidade, e na segunda duplamente [mais depressa], e na terceira triplamente mais depressa do que na
primeira, e assim sucessivamente, como se pde no caso da quarta conclusao, entdo percorre o espago quadruplo
do espaco percorrido na primeira parte proporcional, como é patente da quarta conclusdo; mas do modo
[suposto] move-se na hora toda mais lentamente do que nesse caso em todas as partes proporcionais
exceptuadas a primeira e a segunda, e na primeira e na segunda [move-se] tdo depressa como nesse caso;
portanto, do modo [suposto] percorre menos espago do que nesse caso na hora toda; e nesse caso percorre 0
quadruplo do espago percorrido na primeira parte proporcional; portanto deste modo [percorre] menos do que o
quadruplo, que é o que havia a provar. E assim é patente a conclusdo. (Tomas 1509, fl. q 6")

Trata-se, portanto, duma consequéncia de
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i+§i+<1+21+3i+4i+5i+
2° 2° 4 2* 2 2? 2° 2*

E significativo que, para a ultima das concluses deste capitulo, Tomas escolha casos
que estavam para além das suas possibilidades, bem como para além das da ciéncia do seu
tempo. (Sylla 1989) chama a atengdo para o contexto de intenso estudo de Logica em geral, e
de treino na resolucdo de sofismas em particular, existente na Universidade de Paris nos
finais do século XV e nos comecos do século XVI. Segundo esta historiadora, o De triplici
Motu é um testemunho desse ambiente parisiense na época em que foi escrito.

Uma das feicGes interessantes, por serem hoje pouco comuns nas instituicdes de ensino
superior, de que se revestia esse ambiente de disputa Idgica era o facto de a refutacdo dos
sofismas ser feita apenas oralmente. Uma passagem do De triplici Motu, logo a seguir a 122
conclusdo, € bem sugestiva. Adverte-se nela para a eventualidade de ser necessario enfrentar
um contendor particularmente dificil, implacavel, que coloque uma questdo para a qual (tal
como acontece com as da 122 conclusdo) ndo se conheca uma resposta exacta. Tomas da
entdo dois conselhos ao leitor; o segundo pode ser descrito como o de responder na mesma
moeda; mas o primeiro é revelador:

Primeiro: para o ridicularizar, tome-se o argumento dele como se fosse indtil e inteligivel e peca-se pena e
tinteiro para, mediante multiplicacfes e restantes algorismos, se calcular quanto valha a intensidade da
velocidade no caso por ele posto. (Tomas 1509, fl. g 6)

Tomas esta, portanto, a trabalhar num ambiente intelectual em que se considera ridiculo o
simples facto de pedir material de escrita para resolver uma questdo como as que temos
vindo a analisar. Todos estes casos de redu¢do dum movimento diformemente diforme a um
movimento uniforme e de calculo da razdo entre o espago percorrido no tempo total e o
espaco percorrido na primeira parte do tempo deveriam ser resolvidos oralmente e sem
qualquer tipo de suporte visual. Como diz E. Sylla,

(...) € claro que o trabalho de Alvarus [Tomas] era para ser lido em ligagdo com as disputas em que se
tentava derrotar o opositor, e ndo apenas descobrir a verdade. (Sylla 1989, pag. 266)
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