W—-‘

Heinrich Wieleitner, "Zur Geschichte der unendlichen Reihe im Christlichen Mittelalter",
Bibliotheca Mathematica, Dritte Folge, Vol. 14, (1914), 150-168

150 H. WikLgrryer

Zur Geschichte der unendlichen Reihen
im christlichen Mittelalter.

Von H. WIELEITNER in Pirmasens.

1. Einleitung. Auf S. 393 des dritten Bandes seiner Lfudes sur
Leoxarp o Viver (Paris 1913) teilt P. Dunen mit, ohpe iibrigens das Ver-
fabren anzudeuten, daf Nicorr Onzsue (f 1382) in einem Werke mit dem
Titel De difformitate qualitatum, das nur handschriftlich dberliefert wurde!),
eine Reihe richtig summierte, die man in die algebraische Form bringen kanx:

() TR .. in inf

Da ich iiber das Vorkommen soleher (rekurrenter) Reihen vor Jakon
Berrovrii®) nirgends Belege finden konnte, fragte ich bei Herrn Exzsrnou
an, ob iber die Summierung ihnlicher Rethen im Mittelalter etwas be-
kannt sel. Unter Verneinung dieser Irage wies Herr Iixzsrnom zugleich
auf eine andere Stelle (S.540/41) in dem zitierten Band von Dumews
Werk hin, wo angegeben wird, daB bel einem anderen Scholastiker namens
Arvapus Tronss in einem 1509 gedruckten Werke Liber de triplici motu
eine Reihe betrachiet werde, deren Summe sich, wie Herr Exzsrnon hinzu-
fiigte, leicht vermittels des natiirlichen Logarithmus von 2 ausdriicken
lasse, die sber Tuoxas immerhin zwischen zwel picht zu weite Grenzen
eingeschlossen habe. Herr Ewxssrnon regle zugleich an, ich sollte nach-
sehen, ob der Traktat des Trmomas in Miinchen vorbanden sei, um die
immerhin iberraschende Aufstellung Dumeys zu verifizieren. Die Miinchner
Hof> und Staatsbibliothek besitzt tatsichlich ein Exemplar dieses Werles,
dus von spiter Hand als ,liber rarissimus® auf dem Titelblatte bezeichnet ist.%)

1) Dieses Werk bildete die Grundlage fir eine verkiirzte Boarbeitung, die spitter
unter dem Titel Tractatus de latitudinibus formarum weite Verbreitung fund, Vgl
meines Artikel io Bibliotheea Mathomatien 13,, 1012/18, S.116—145, sowie
eine in derselben Zeitschrift demniichst cracheinende zweite Abhandlung,

2) Positiones arithmeticae de seriebus infinitis 1, Basileae 1689, prop. XIV; Opera 1,
Genevae 1744, S, 384—385.

3) Ganz vor kurzem hat die Konigl Bibliothek in Berlin ein Exemplar erworben

. auf Veranlassung von Herrn G. Varewtsy, dem ich vor der Sache kurze Mitteilung
gemacht halte.
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Als ich die Stelle sufgeschlagen und mich etwas hineingelesen hatte,
erkannte ich bald, daB nicht bloB Dumews Angabe vollkommen richtig
war, sondern daB ich hier eine systematische Darstellung der Verwendung
unendlicher Reihen vor mir hatte. Ich glaube, dieser Gegenstand ist
interessant genug, um weiteren Kreisen bekannt gemacht za werden.

9, Bibliographisches. Da das Werk von Troaas eine so groBe Selten-

" heit zu sein scheint, darf ich woh! von ihm ein pasr Worte mehr, als

sonst gerechifertigt wire, sagen, obwohl es nicht zu den Inkunabeln ge-
hért. Das Format ist ein kleines Folio (Satzspiegel ohne Kolumnentitel
18,8 em >< 21,3 em). Die Bogen sind in der ‘.egel zu Ternionen vereinigt
(es kommen mehrfach auch Doppelbogen vo ! und dann mit k1, k:2.,
k. 3. beispielsweise, spiter mittels Versalien gniert. Kustoden sind ‘mcl'at
angewandt. Das ganze Werk hat 152 Bli er') und ist zweispaltig, in
Gotisch (etwas hohes Petit mit grofiem ] .1d) kompreS gedruckt, mit
miiBiger Verwendung von Abbreviaturen. Jm ..nfang auf mehreren Blattern,
am SchluB auf dem letzten Blatt ist fiir Uberschriften auch Rot benilfzt.
Das erste Blatt ist das Titelblatt. Es zeigt auf der Vorderseite einen
sehr gut ausgefthrten Holzschnitt?), Maria auf einem Thron mit dem
Jesusknaben im SchoB, der ein ibermiBig groBes T-formiges Kreuz hilt,
das von einem Engel gestittzt wird. Lin anderer Engel krnt Mariz. Im
Vordergrund links lagert ein Einhorn mit einem Wappen anf der Brust,
rechts kniet ein Mann (der Drucker). Ein Spruchband ilber ihm enthdlt
die Worte: ,memento mei, O mater dei“?), ein anderes unter ihm seinen
Nanten: ,Guilke anabat®. Unter diesem rechteckigen Bild ist ein Feld,
in das mit Rot der Titel des Werkes gedruckt ist:
Liber de triplici motu proportionibus annexis | magistri Aluari
Thome. Ulixbonensis philosophi || cas: Suiseth calculationes ex parte
declarans.) :
Das Ganze ist umrahmt von einer aus 5 Stdcken zusammengesetzten
Renaissanceleiste.?) Die zweite Seite enthilt eine Widmung von Aruarus

1) Beim Milnchner Exemplar hat eine frithe Hand anf die letzte Seite ‘t'ila?h-
lich ceschrieben ,foliz 142¢. Auch bat dieses Exemplar jemand, ebenfalls ziemlich
fr\'ih,omit den Ziffern 1—300 paginiert, wohei das Titelblatt nnd das letzte Blatt nicht
mitgeziiblt sind. Dumew gibt 162 Blitter an. Das ist wohl auch ein Z3hlfehler. )

) Ich weise darauf hin, daB die Donerschen Meisterholzschnitte etwa um die-
selhe Zeit erschienen (Apoknalypse 1498, Marienleben 1511). .

3) Natitrlieh sind sowobl hier wie auch im Titel und somst Abbreviaturen ver-
wendet, die ich alle ausschreibe.

4) Das von Dumsx beniitzte Exemplar hat hier noch eine Bemerkung fiber den

g des Buches. )
Veﬂﬂé) Das Miinchner Exemplar trigt auf dem Titelblatt noch die mit Tinte sehr
frih geschriebenen Worts: ,Collegij Paris. Soe. JEST ., sowie den ebwas spilter, aber
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Trowss an Perrus pE MENEsgs, der, wie man dem Text entnehmen kann,
einmal zu Athen Magister war, suflerdem zwei Gedichte, eines von Joaxwzs
pe maxa') on Hemwawwus rereemare (sic) DE coupa germane mnationis
procuratori, das andere von Diowysius rasez vindocinensis an dem Leger

gerichtet. Das Kolophon steht auf BL (E. 4., Sp. 2 und lautet:
€ Explicit liber de triplici motu compositus per Magistrum
~ Aluarem Thomam vlizbonensem Regentem Parrhisius in Collegio

' Coquereti. Anno domini. 1509. Die Februarii, 11.

Auf der Riickseite dieses Blattes sind Druckfehler vermerkt. Ferner
ist u. a. dort noch ein Gedicht von Jomayses pE mAv4 an jenen Hzraaxwus
rermMare (sic) pE coupa, auf der Vorderseite des Blattes (E.5) Schreiben
von (gorurus BRUNIav vindocinensis an Arvamus TroMas und von Joamyes
pe HavA an denselben Hrmmaxwus LETHMATE (sie) pE quopa (sic) und ein
Gedicht auf den Drucker Anabat. Die Riickseite des Blattes (E.5) ent-
hilt einen ebenso groBen Holzschnitt wie das Titelblatt, darstellend den
Jesusknaben im Tempel, darunter in Rot das Impressum, welches lautet:

Impressum parisius per Guillermum Anabat || commorentem (sic) -

apud paruum pontem ante hospitium dei | ad intersignium licornie.?)

Omnia pro meliori.

Die Umrahmung ist aus denselben 5 Stcken in etwas anderer Weise
gebildet wie beim Titelblatt. Das letzte Blatt des Buches ist leer.

Uber Arvarus Trmomas ist nichts bekannt, auBer was sich ans dem
Eolophon ergibt; daB er also ein Portugiese war, aus Lissabon gebirtig
und im Anfang des 16. Jahrhunderts ,Regens“®) des sonst ziemlich un-
bekannten Kollegiums Coqueret in Paris.

3. Teilung einer Strecke in Abschnitte, die eine geometrische Reihe
bilden. Ich habe nicht die Absicht, hier einen Bericht tiber den Inhalt
des soeben beschriebenen Werkes zu geben, das sich ja durchaus in den
Bahnen der scholastischen Naturphilosophie bewegt, sondern will nur das
herauszusuchen trachten, was sich auf mein Thema bezieht. Das Werk
beginnt, wie viele der scholastischen Traktate fiber den Aristotelischen
Begriff des ,motus?, mit einer Darstellung der Lehre von den Verhiilt-

gewil noch im 17.Jahrhundert geschriebenen Spruch mit Unterschrift: ,, Vacatis et
videtis Kenelme Digby”. Es ist sehr wahrscheinlich, duB Dionr {1603—1665; vgl.
Canrors Vorl. 2%, Leipzig 1900, S.786) das selbst geschriehen hat.

1) Woll Druckfehler filr nava, wie er spilter genannt wird.

2) Anch dicses Improssum ist bei dem von Dunms bendtzten Exemplar am
Sechlnsse anders und linger. Das Motto ist wieder damsselbe. Uber das Derliner
Ezemplar will Herr Vavsnrv selbst eine Notiz verSffentlichen.

3) Dieser Ausdruck ist noch hente in katholischen Priesterseminaren, auch in
Deutschland, blich.

3
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nissen (,proportiones). Auch irrationele Verhiltnisse werden in Betracht
gezogen. Das einzige grundlegende Verhilinis ist aber das der Quadrat-
diagonale zur Seite (,diametri ad costam®), ans dem die anderen durch
Bildung der Differenz und rationale Teilung der Strecken hervorgehen.
Das 5. Kapitel dieses ersten Teiles beginnt uns zu interessieren. Es hat
die Uberschrift (BL (a. 5.)7, Sp. 1):

€ Copitulum quintum in quo agitur de diuisione corporis in

partes proportionales qua proportione rationali quis voluerit.

Wir finden da zuerst den Satz (3. & vpositio): Wenn irgendwelche
Zahlen stetig in einem geometrischen V¢ hiltnis stehen, so stehen die
Differenzen der aufeinander folgenden Z:rlen in' demselben Verhalinis.
Als Beispiel sind angegeben die Zahlen ¥, 4, 2, wo, wie wir schreiben,
B:4 ==4:2=2Iist und 2 sei eben auch das Verhilinis von (8§ —4):(4~2).
Fiir den Beweis ist auf eine Stelle verwiesen, die ich nicht gleich finden
konnte, aber anch nicht ernstlich suchte, da der Satz ja eine unmittelbare
Folge des Satzes V:19 der Elemente Evkuios ist. Die 4. suppositio he-
ginnt so:

Si aliguod corpus diuidatur in
infinitas partes: et deperdendo
primam illaram  perdit aliquam
proportionem puta a. hoe est effi-
citur in a. proportione minus: et
perdendo secundam post primam
iterum efficitur in a. minus: et
perdendo tertiam post secundam
iterum efficitur in a. minus. et sic
consequenter ille partes sunt cmnes
partes proportionales illius corporis
proportione a.

Wenn irgendein Kdrper in unend-
lich viele Teile geteilt wird und wenn
er, sobald man den ersten der Teile
von ihm wegnimmt, irgendein Ver-
hilltnis, z. B. a, verliert, d. L. in die-
sem Verhiilltnis a kleiner wird, und
wenn er, sobald man den zweiten Teil
wegnimmt, wieder im Verhilinis a
kleiner wird, und bei Wegnahme des
dritten Teiles anf dieselbe Weise usf,
go sind jene Teile des Kérpers alle
»partes proportionales” nach dem Ver-
hiiltnis @,

Wenn ich ale Kérper eine Strecke 4B zugrunde lege, so ist also an-
genommen, daB 4B in den Punkten
P,, P,, P,, ete. (vgl. Fig. 1) so geteilt 4 E B R EB.. 58
ist, daB Fig. 1. _

AB:P,Bea, PB:PyB=gqa,...P,B:P.y1B=ua,... in inf,
und es ist behnuptet, dal dann die Teilstrecken
AP, P,P,, PP, ...PPi,...

eine geometrische Reihe mit dem Quotienten ~;—— bilden. Der Beweis ist
bei Tmowas natlirlich in scholastischer Form gefuhrt und nimmi eine

in inf.
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ganze Spalte ein. Er stiitzt sich auf die vorhergehende, oben zitiertd
suppositic, aus der der Satz fiir uns ja ohne weiteres hervorgeht. De‘
Begniff der Teilung in ,partes proportionales war offenbar gang und ghbe
da er nicht weiter erlintert ist. oo

Auf der Riickseite des Blattes erscheint dann sofort die 1. conclusioly
d.i. die Umkehrung des bewiesenen Satzes, niimlich: Wenn ein K&rpe ;
{in der angegebenen Weise] nach irgendeinem Verhiilinis geteilt wird, so
steht der ganze Korper zu der Summe (,,aggregatum®) aller auf den em’te
folgenden Teile in demselben Verhiltnis. Tmomas wuBte also, modern
ausgedriickt, wenn

APlipxl)g:PIPg:Pg.Ps ===, - P;P;+1!P{+},P"+2=...=G
gemacht und fiir den Augenblick AB =1 gesetst wird, daB dann?
AP, =1 —— ist,

D.er Rest des 5. Kapitels dient auch nur dazu, diese Tatsache fiir
verschiedenen Arten der Verhiltnisse unter Angabe spezieller Zahlenwerte
nzher auseinanderzusetzen, und im nichsten Kapitel wird noch erliutert,

dafl der Satz fir die irrationalen Verhiiltnisse der angegebenen Art in¥
derselben Weise gilt. i

4. Reihen der Form 1-- 20¢ 4 Jae* - 42 + ... in inf?) Die ,pro
Rortiones“ umfassen im ganzen 53 Seiten.®) Dann beginnt erst der ei’g;'ent—
liche ,liber de triplici motu®, der aus vier ,iractatus” besteht. Der erst
stractatus® handelt ,de motu quo ad causam®, der zweite ,de velocitate et}
tarditate motus penes effectum, exordiendo primo a motu locali tan-:
quam o priori”, der dritte ,de motu rarofactionis et condensationis* und
der vierte ,de motu alterationis®. Der zweite also bezicht sich auf die °
eigentliche Bewegung (den ,motus localis®), und in ihm finden wir die
Anwendung des mitgeteilten Satzes auf dis Bewegungslehre.

. Ich erwihne hier nur ganz flitehtig, daB der Satz: Die Wegstrecke
die ein Korper bei gleichformig beschleunigter Bewegung (,,m:tus unii
formiter difformis®) in einer gewissen Zeit zuriicklegt, ist gleich der Weg- !
strocke, die in derselben Zeit ein gleichf6rmig (,uniformiter”) sich be-
wegender Korper zuricklegt, dessen Geschwindigkeit gleich ist der halben
S.umme aus Anfangs- und Endgeschwindigkeit des ersten Korpers, dall
dieser Satz, den man bis vor kurzem fitr eine ,Entdeckung®” Garrres®)

1) z soll hier und im folgenden immer <! und positiv angenommen werden.

2) Es ist eine erst noch zu leistende Arbeit, die zahlreichen seholastischen
Traktate dber die Lehre von den Verhilltnissen vergleichend zu untersuchen.

3) Diese Legendo hat am grindlichaten Dunes in dem eingangs zitierten Bande
zoratsrt. Unabhingig davon hatte ich den Satz hei einem I(ommena}tor des Oxforder
Scholastikers Heyresseny (lat. Hexvismerus lebte um 1330) gefunden, den Douesx
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hielt, von Trox4s natirlich in allen Varianten abgehandelt wird. Diese
Dinge, wie alles folgende, stehen in dem 3. Kapitel des zweiten ,tractatos,
dessen Ulberschrift lautet (Bl o. 3.7, Sp. 2):

€ Capitulum®tertium in quo ostenditnr modus cognoscendi sine
commensurandi motum uniformiter difformem et difformiter difformem
quo ad tempus quo ad velocitatem et * rditatem in omni specie. ete.

So einfache Verhiltnisse, wie sie bei d ¢ gleichfSrmigen Beweguong
vorliegen, geniigten aber den alles zergliede: ‘den Scholastikern nicht. Sie
teilten, wozu Tuoxas auf Bl (p. 4.7, Sp. 2 ¢ stematisch fibergeht, die dem
Bewegungsvorgang zugrunde liegende Zeil in ,partes proportionales®,
legten den einzelnen Zeitabschnitten gesetzn *Big fortschreitende verschie-
dene Geschwindigkeiten bei und suchten die zuriickgelegte Wegstrecke zu
berechnen. Ks handelt sich dabei immer um dasselbe wie bei der gleich-
férmig beschleunigten Bewegung, nimlich eine Geschwindigkeit zu finden,
mit welcher ein gleichformig sich bewegender Ksrper in der nimlichen
Zeit dieselbe Wegstrecke zuriicklegen wiirde. Zuvor wird aber des langen
und breiten die Frage hin und her gewendet, ob es denn eine solche —
wir wiirden sagen mittlere — Geschwindigkeit fir jede Bewegung gebe.
Nachdem Trosas allerlei Gegenargumente rein formaler Art beigebracht
hat, die zeigen wollen, daf dies nicht der Fall sein kénne, sagt er
sehlieflich (Bl (o. 6.)5, Sp. 2):

In oppositum tamen est vniuersalis opinio communiter philo-
sophantium que in bac parte multum vigoris ac roboris habet
Preterea per quemlibet talem motum difformem in totali tempore
adequate pertransitur aliquod spacium adequate: et tale spacium in
tali tempore ab aliqua velocitate uniformi natom est pertransiri:
igitur illa velocitas uniformis est tanta quanta est velocitas illius
motus uniformis?) quo illud spacium in eodem tempore pertransitur
adequate.

Die eigentliche Schwierigkeit, die darin lige, dal die erhaltene unend-
liche Reihe nicht konvergiert, ibersient Tmoaas nicht ganz. Das kommé
spiter. Das erste und grandlegende dieser Beispiele ist nun das der
9, conclusio?) (BL (p.4)7, Sp.2): Es sei ein gewisser Zeitraum in ,partes
proportionales” geteilt nach irgendeinem Verhiiltnis, und im ersten Zeit-
abschnitt habe ein Ksrper (,mobile”) eine gewisse Geschwindigkeit, im
sweiten Zeitabschnitt die doppelte, im dritten die dreifache usw, durch

ebenfalls anfihrt (s. meinen Artikel in Zeitschr. fir mathem. Unterr. 46, 1914,
$. 209/28).

1) Das Original hat difformis®, Daoa ist wolil ein Druckfehler.

2) In der 1.conelusio wird nur auf den fundumentalen Satz iiber dis Teilung
in ,partes proportionales” bingewiesen, den wir soeben wiedergegeben haben.
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alle ganzen Zahlen hindnreb, so wird behauptet, daB die mittlere Geschwin-
digkeit der Bewegung (,tota velocitas totius temporis®) sich zur Ge.
schwindighkeit im ersten Zeitabschnitt verhalte wie der ganze Zeitraum
zum ersten Zeitabschnitt. In der 4. conclusio (Bleq. 17 Sp. 2) wird dann
das dahin erweitert, daB die in der ganzen Zeit zuriickgelegte Wegstrecke

zur Wegstrecke des ersten Abschnitts im quadrierten Verhiltnis {,in pro- |

portione duplicata”) der ganzen Zeit und des ersten Zeitabschnitts stehe.

Das wird durch Zusammensetzung der Verhilltnisse bewiesen. Tmomas |

3

aibt aueh gleich ein Beispiel. Das gegebene Verhiltnis sei -, so ist das

a2l

Verhiilinis der Zeiten 3, das der Geschwindigkeiten also auch 3, das der
Wege 9. Allgemein kbnnen wir sagen: Ist die Zeit 1 nach dem Ver-

hiiltnis g (> 1) geteilt, so ist der erste Zeitabschnitt 1—-%. War die an- -
fangliche Geschwindigkeit ¢, so ist die mittlere Geschwindigkeit ¢: (1-—-%) ,

welcher Ausdruck zugleich den Gesamtweg darstellt. Der Weg im ersten
Zeitabschnitt ist aber ¢- (1— — , das Verhiltnis der Wege also 1 :(1-—--1-)".

Im seinem allgemeinen Beweise benutzt Tmomas wirklich den Buchstaben g

fitr das gegebene Verhiltnis und f fiir unser 1: 1—2 , dann ergibt sich
bei thm die ,duplex proportio f“ fiir die Wegstrecken. Wie f aus g be-
rechnet wird, ist ihm bekannt; er kann es nur nicht allgemein ausdriicken.

Nun dieser Beweis! Bel Trouas ist er ganz in Worten gefithrt. Er
wird aber sofort viel leichter verstiindlich, wenn man ihm die graphische
Darstellung unterlegt, die Onesme in dem zitierten Werk systematisch
auseinandersetzte, vielleicht sogar mit diesem Werk einfithrte. Nun findet
sich bei Troyas allerdings keine Andeutung dieser Darstellung und er
scheint sie wirklich haben vermeiden wollen. Xs gab niimlich offen-
bar schon damals so etwas wie eine ,arithmetische Schule“ (s. unten
5.167). Dab Tuosas die geometrische Versinnlichung kannte, ist aber
aweifellos, und es erscheint mir bis auf weiteres fraglich, ob ohne eine
solche die Scholastiker auf eine abstrakte Darstellung dieser Dinge (iber-
haupt hiitten kommen kénnen. Ich will jedenfalls hier den Gedankengang
des- Tmoxas mit der Darstellung Onmsmes verbinden. Onmsmp errichtet
eine der (reschwindigkeit proportionale Strecke jeweils als Senkrechte in
einem Punkte der den Zeitraum vorstellenden Strecke und erhiilf dann
als Maf des zuriickgelegten Weges die Fliche zwischen der Grundstrecks,
den beiden begrenzenden Senkrechten und der oberen Grenzlinie, die eine
Parallele zur Grundstrecke im Falle der gleichformigen, eine schiefe Ge-
rade im Falle der gleichformig beschleunigten Bewegung ist. Im Falle
g = -2- hitten wir also bei der in Frage stehenden Bewegung die in Fig. 2
dargestellte Summe von immer schmiler und immer héher werdenden
Rechtecken zu bilden, um den Gesamtweg zu erhalien. Diese Summe
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1iBt sich aber sofort durch eine andere Summe von Rechtecken ersetzen,

die alle die Hohe ¢ haben und deren Grundlinien eine geomstrische Reihe
mit dem Quotienten — bilden {(niimlich 1, —3—, gi,, % usw.). DaB aber die
Summe dieser Reihe f ist {(oder, wie Tromas sagt, zum ersten Glied das
Verhiiltnis £ hat), weiB er.)) Die mittlere € -schwindigkeit ist also ¢f, wie

wir sagen. Der Gesambweg ist auch cf, der “Veg im ersten Zeit-
abschnitt %, das Verhiltnis der Wege % ‘momas will ja nun

allerdings nur die mittlere Geschwindigke t erhalten; und er -
sagt also micht, daB er die Wege addiert. Aber er liBt ebem- = €|}
falls die Geschwindigkeiten sich iiber di. Reststrecken ans- ¢

dehnen, die sich ergeben, wenn man den ersten, dann den
zweiten usw. Zeitabschnitt weggenommen hat, und er gagt
dann, daB die erste (feschwindig-

keit ausgedehnt iiber die ganze c
»Stunde” ,aliquid facit ad inten- T - AN RN
sionem totius velocitatis® wnd ;| 0 L. eene|oed b
ebenso von den {ibrigen, die zweite |

ymache® aber im Verhiltnis ¢

[

weniger als die erste, die dritte }L Fo fé‘z‘

wieder im Verhiiltnis ¢ weniger « 1 T —
als die zweite usw., weil die Zeiten LA X
in diesem Verhiiltnis abniihmen. .
SchlieBlich sagt er: ,igitur deno- Fig. 2.

minatio totius illius velocitatis
componitur ex infinitis continuo se habentibus in proportione g%, woraus
er sofort auf das Verhiiltnis £ der ganzen Summe zum Anfangsglied schlieBt.
Der Gedankengang ist also genau derselbe wie bei der nach Ozmsue ge-
gebenen Darstellung, wo sofort die Wege summiert werden.

Schreibt man die Reihe der urspriinglichen Reehtecke der Fig. 2
algebraisch an, so lantet die Reihe mit ihrer Summe
@) S G ) mef = ep
und £* st gleich 1:(1 __.;_)
metrischen Umformung in die andere Rechteckreihe entspricht, wire fol-
geuder, wobei ich mich anf die in der Klammer stehende Reihe beschriinke.
Mnan 16st diese Reihe in die Doppelreibe auf:

Der algebraische Vorgang, der der geo-

1) Der Satz iftber die Summe der geometrischen Rciﬁe, der ja schon Arcutusoxs
bekannt war, ist wohl irgendwo im tractatns proportionum® bewiesen. Es ist kein
Hinweis gegeben.
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wo jede Zeile die Reihe der ersten Zeile als Faktor enthilt. Bezeichnet
man deren Summe mit f; so ist also die ganze Doppelreihe gleich

((sd g o) =

Diese algebraiscke Umformung') ist ja auck leicht aus der Fig. 2 zu ent- .

nehmen.

Taouas gibt nun zu diesem Satze in der 5. conclusio und einer Reihe
von Korrelarien Zablenbeispiele; mit ganzen Zahlen geht er bis g = 8, so
da8 das Verhiltnis der Wege 64 zu 49 wird, welche Werte ausnahmsweise
auch in Ziffern angeschrieben sind. Am Schlusse sagt er, wer die 4. con-
clusio richtig verstanden habe, kiinne noch unzihlige Korrelarien beibringen.

5. Divergente Reihen. Wie ich oben schon andeutete, entging den
Scholastikern die Mdglichkeit nicht, daB die mittlere Geschwindigkeit und
damit auch der Gesamiweg in endlicher Zeit unendlich werden kbnnte,
Die 6. conclusio (Bl q. 25, Sp. 2) bringt einen solchen Fall Ts werde
wieder die Zeit in ,partes proportionales geteilt, die Geschwindigkeit
wachse aber so, daB sie in irgendeinem Abschnitt zu der des vorher-
gehenden Abschnittes ein Verhiltnis hat, das gleich dem Teilungsverhiltnis
g(>1) oder noch groBer als dieses sei, dann ist die mittlere Geschwin-
digkeit unendlich und der durchlanfene Weg aus demselben Grunde un-
endlich, sagt Tmomss. Der Grund ist ja sehr einfach. Denn wenn die
Geschwindigkeit in geometrischer Reihe mit dem Quotienten g wichst,
whhrend die zugehorigen Zeitabschnitte in geometrischer Reibe mit dem

. 1 .
Quotienten — abnehmen, so entsteht fiir die Gesamtstrecke eine Reihe von

unendlich vielen unter sich gleichen Gliedern. Ist aber der Quotient der
Geschwindigkeitsreihe gur noch griBer als der reziproke Wert des Quotienten
der Zeitreihe, so erhiilt inan filr die Wegystrecke eine Summe von unendlich
vielen steigenden Gliedern. Das ist auck der Gedankengang bei Tmouas.

1) Diese Umformung wird noch heute beniitzt (s. z. B, E.Crsdro, Algebr. dna-
. lysis ete., Leipzig 1904, 8.174). Am einfachsten erhiilt man ja die Summenformel
fir 142z 32%+ ..., wenn man diese Rethe als Differentinlquotienten der Reihe
1+z4dx¥b x4, ., guffaBt.
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6. Reiken von der Form !4 A+ Ao* + 2% +... in inf fir
l<i< -;— nnd fiir 2 < 1. Der moderne Leser wird ja gleich sehen, daB
die beiden unterschiedenen Fille sich in den eimen A2 <1 zusammen-
fossen lassen und daB damit die Konvergenz ler Reihe, die ju eine geo-
metrische ist, schon entschieden ist, Fir Tu 1as sind es sber zwei Fille,
da im einen die Geschwindigkeiten steigen, i v andern abnehmen. Es sei
also zunichst ein Zeitraum wieder in Propc :onalteile geteilt nach dem
Verhiiltnis g(>> 1), die Geschwindigkeiten i: den einzelnen Abschnitten
sollen in geometrischer Reihe steigen, dere; Quotient f<Cg sei, und es
sei £ =} (,excedat proportio g. proportionem f. mediante proportione h),
dann verhdlt sich, so sagt Tuomas in der 7. conclusio, der Gesamtweg
zum Weg im ersten Zeitabschnit! wie etwas nach dem Verhilinis A in
npartes proportionales” Geteiltes zu seinem ersten Teil, also in unserer
Ausdrucksweiss wie 1: (l - —;-1; . Der Beweis folgt ja einfach aus der
Zusammensetzung der Verhiilinisse der Zeitabschuitte und der zugehdrigen
(reschwindigkeiten. Die Zahlenbeispiels kénnen wir hier fliglich ibergehen.

Der zweite Fall wird in der 8. conclusio betrachtet. Die Zeitstrecke
sei wie immer nach dem Verhiiltnis g (> 1) geteilt, und die Geschwindig-
keiten sollen abnehmen in geometrischer Reihe nach dem Verhiltnis
f(> 1), donn fallen natiirlich die Wegstreckén stetig in dem zusammen-
gesetzten Verhiltnis f.g =k TUnd die Summe verhilt sich dann zum
ersten Glied wie 1:(1—71;- . leh will aber doch einmal hier die (ie-
legenheit ergreifen und mitteilen, in welcher Form das letztere von Trouas
immer wieder gegeben wird, Er sagt (Bl q.3% Sp.2):

ergo totale spacium pertransitam in tota hora componitur ex
infinitis continuo se habentibus in proportione k. igitur totale spa-
cilum se habet ad primum illorum spaciorum quod est pertramsitum
in prima parte proportionali in proportione in qua se habet aliquod
totum dinisum per partes proportionales proportione k. ad primam

eius partem quod fuit probandum.
Der Verfagser gibt natilrlich noch ein paar Zahlenbeispiele, die jedesmal
ebenso weitliufig ausgefitbrt werden wie der allgemeine Satz mit seiner

Frliuterung und seinem Beweis.

7. Reihen von der Yorm -1 4 o+ Ax® + po® + At + plat + ..
In der 9. conclusio macht Taouas die Veraussetznng daB die Geschwin-
digkeiten in den ungeraden und geraden Zeitabschnitten je fir sich in
geometrischer Reihe wachsen (oder auch abnehmen), und er gibt die Weg-
summen zunfichst getrennt an, indem er ganz richtig die Zeitabschnitte,
wenn die Zeit im Verhiltnis ¢ wie oben immer geteilt ist, im Verhalinis ¢°
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als abnehmend voraussetzt und hinzafilgt, daB der Gesamiweg fiir die ge.
ruden oder ungeraden Abschnitte unendlich wird, wenn die Geschwindig-
keiten in einem Verhiilinis wachsen, das gréBer als ¢® ist. In den Beispielen

digkeiten im ersten ungeraden und orsten gernden Zeitabschnitt
fest, so daB er den Gesamtweg angeben kann. Ich gebe hier
zum ersten correlarium eine Figur (Fig.3). Die Zeit soll im Ver-
hiiltnis 2 geteilt sein, das Verhiiltnis der steigenden Gleschwindig-

keiten in den ungeraden Zeitabschnitten ist ebenfalls 2, in den ,L
dazwischenliegenden geraden Zeitabschnitten soll die Geschwin- ]
digkeit jedesmal gleichmibBig von Stufe zu Stufe zunehmen. Das
Verhiiltnis der mittleren Geschwindigkeiten in diesen geraden
Zeitabschnitten ist dann auch 2, und der Weg im zweiten Ab-
schnitt ist 3 des Weges im ersten, :
der als Strecke von einem FuB
Linge angenommen wird (,unum
pedale’). Es ist dann leicht zuL
berechnen, daf der Gesambweg Fig. 3.

3L FuB betrigt. Im zweiten correlorium nimmt Tromas das Verhiltnis
der Zeitabschnitte zu 4, das der ungeraden Geschwindigkeiten zu 3, die |
geraden lifSt er wachsen, wie in Fig. 3. Der Gesamtweg ergibt sich dann
Zu ;;‘ des Weges im ersten Zeitabschnitt. In einem dritten correlarium

setzt er dann auch eine Beziehung zwischen den Anfangsgeschwin- ( -

gibt er dann noch andere Beispiele, zum Teil als Fragen, bei denen z. B. ¥
das Verhiltnis der beiden Anfangsgeschwindigkeiten gegeben ist und auch §

darauf hingewiesen wird, dal man, wenn ich es modern ausdriicke, Reihen
von der Form

(4) Lzttt o+ et +pr® -+ vab 4 o2’ + A8 +
mit beliebigen Zwischenrifiumen betrachten kinne (wobei den Gliedern

@, 2% 2* noch beliebige Koeffizienten beizufiigen wiren, die sich bei den
entsprechenden Gliedern immer wiederholen witrden). Tuaomas findet aber |

selbst schlieBlich, daB sich weitere Beispiele jeder Leser selbst machen
kénne und sagh:
Ideo calculator his dedaleis laberinthulis implicitus: verbisque
multiplicibus multiformibusque proportionibus implicatus: inflate
buece garritum contineat.

‘ 8. Reilen vo'n derForm1+(c+%)x+ (c+£%)m?+ {jc—;-ﬁ—;)@-k...
Die 10. conclusio (BL (g.4)%, Sp.1) beginnt Trmomas sofort mit einem
Beispiel, das ich wohl gleich in der Form schreiben darf:

(5) I+ g s+ gt gt

2
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Ich setze dabei, wie in den Uberschriften bisher immer, sowohl den ersten
Zeitabschnitt wie die erste Geschwindigkeit g .ich 1. Wenn Troxas nieht
lediglich das Verhiltnis der Summe zum er ten Glied angibt, nimmt er
gewthnlich ,2 pedalia® als Anfanrrsgeschwmd tkeit, vorsteht aber darunter
ofters, daB der Korper im ersten Zeitabschnit' wirklich 2 FuB Weg zuriick-
lege. Das indert die ganze Reihe nur um e-ven Faktor, den ich im fol-
genden immer, ohne es eigens zu sagen nnt ~dricke. Es sind dann in

der Reihe (5) die Zeltabschmtte 1, 5 2,, ... und die beziiglichen Ge-

2 Tromas behandelt nun die Reihe (3) 8o,

schwindigkeiten 1, 2, 4, R

" daB er von ihr die Reihe

(6) I+ 5 +gtmte

abtrennt, so daB eine weitere geometrische Reihe

1 1 11 1 1
@ Trti ety et

iibrig bleibt. Die Gesamisumme gibt er richtig zu «; am,
Ebenso behandelt er die Reihe

T 1,11 19t
(8) 1+T‘?+'§"§‘,‘+E°2—,+...,
deren Summe -f,-, und die Reihe

4 1 1 1t 18 1
®) g gt ata st

deren Summe % ist. DaB er aber ganz gut das in der Uberschrift aus-
gedriickte allgemeine Fortschreitungsgesetz erkennt, das er nar in Worten
nicht angeben kann, zeigt sich im SchluBparagraphen, der beginnt:
€ Innumera talia correlaria possunt inferri diuidendo horam
alils speciebus per proportiones: et faciendo excessus quibus alie
partes excedunt primam in certs proportione continue se habere.
Und er konstrulert, um das zu bekriiftigen, gleich noch zwel weitere
Beispiele, die er aber nicht mehr ausfithrt, nimiich

1 1 1 1 1 1
nnd
1 p 43l 3 gl 3 g1 3
(n T3 5+% ntdp mt-

Es liegt ihm also nur daran, daB auch die Restreihe eine geometrische
ist. Die kleine Schwierigkeit bei den Reihen (10) und (11), daB das erste
Glied isoliert steht, hiitte er sicher leicht b . wunden

Biblothees Mathematies, IIL Folge. XIV 11
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. 3 4 5
9. Reihen von der Form 1+—g—m+%-%x’+-2—-—'ix°+...

Es soll, so beginnt Tromas die 11. conclusio (Bl (q 5., Sp. 2), die Stunde g
wie bisher eingeteilt sein in beliebige ,partes proportionales”, der Korper 3

aber soll sich im zweiten Zeitabschnitt 2-mal so schnell bewegen wie im :
ersten, im dritten Zeitabschnitt - mal so schnell wie im zweiten, dann 3
der Reihe nach %, % usw. mal o schnell wie im vorhergehenden. Man
konne dann freilich eine allgemeine Regel fir den in der ganzen Stunde

zuriickgelegten Weg nicht angeben, aber nichtsdestoweniger diesen Weg

in jedem einzelnen Falle bei beliebiger Teilung des Zeitraums bestimmen. -

In diesem Sinne gibt Tuomas nur zwei Beispiele, und zwar die Reihen

83 1 4 1 6 1
(12) l+3 sts mtr pt=3
und
3 2 4 92! 5 93
(13) 1+?'?+7’3—+?--§;+...1)=6.

Schon durch die Art, wie ich diese Beispiele hier wiedergab, wollte
ich andeuten, daB Trmomas sehr wohl die Reduktion der urspriinglich in
Produktform angenommenen Koeffizienten (bzw. Geschwindigkeiten) auf
einfache Briiche erkannte. Er redet darilber gar nicht weiter. Die Art
der Behandlung ist so, daB er die Reihe

3 4 5 8
zerlegt in die Summe der beiden Reihen
14 =z + 28 + 22 + & +...

(15) 1 2 ., 3 i

deren zweite ja schon aus der 2. conclusio bekannt ist, hier aber fiir beide
Beispiele wiederum ganz von vorn behandelt wird. Am Schlusse gibt er
noch eine zweite Zerlegung an, nimlich

1 1 1 1 1
?-}-?1‘4‘?1"4——2'134’71"{‘-”
(16) 1 2 8 o, 4 5, 5
+?+—z+?x +7x +—2—:174+...,

2

die ja auf dieselben Reibengattungen fithrt.

1) Hier nimmt Tnouas z. B. bei der Reihe (12) die Anfangsgeschwindigkeit zu
und den damit in der ganzen Stunde zurfickgelegton Weg zu 4, bei der Reihe (13)
dieselbe Anfangsgeschwindigkeit 2, don damit in der Stunde zurilckgelegten Weg
aber .zu 3 an. Das sind natdrlich nur Auffassungsverschiedenheiten, verursacht durch
die mangelhafte Definition von ,,Geschwindigkeit'.
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10. Reihen von der Form 14- A2+ 2 ="+ At 4., fir 1< X
<141 In der 12. und letzten conclusio 3L (q. 3, Sp. 2) Petmchtet
Trmouas Reihen von der Form 1+ Lz + 437* + 2,2 +..., WO dle_i., n.ach
einem bestimmten Gesetz fortschreiten, aber einerseits immer > 1 sl.fxd,
anderseits niemals groBer werden als das zug 2horige Glied aus der Reihe
2,8,4,56,... Da Troxas die Summen der Keihen 1+ z + 2+ 2 +...
und 1+ 2z + 32® 4+ 42° +... kennt, kann er demnach (?xe Behau.ptung
aufstellen, daB die Summe der von ihm betrachteten Reihen immer zwischen
den Summen dieser beiden Reihen liegt. Er tut das zwar nicht allge'-
mein, weil ihm dazu die Ausdrucksmittel fehlen, aber.da.B er die Kenntms
dieges allgemeinen Satzes besitat, geht aus seinen Beispielen hervor.

Hier treten nun gleich zwei Reihen auf, die wir heut.e dm:ch die
Logarithmusfunktion zu summieren imstande sind, nimlich die Reihen

2 3 1 4 1
an 1+1-g+y pty st-—2tm2
e ORI LSNPS
(18) I+ gt mtyg st = 2

Tromas gibt fiir die erste an, daB ihre Summe zwischen 2 Ufld 4, fir die.
zweite, daB sie zwischen 3 und 9 liegt. Setzeq wir allgemein

2 3 4
(19) S—1+T-’E+—2—-’E’+?I"+-~;

go kénnen wir ja schreiben

s=14+z4+ 22 + 28 +...

(20) +:c+—;—z"’+%zs+...
-+ ln%.‘)
Tromas wuBte fir jeden Wert von z, daB
1 1
(21 =< < e

DaB hier dem Scholastiker logarithmische Reihen unterkamen, ist ja
natiirlich reiner Zufall. Ich benutze aber doch diese Gelegenheit, die Aus-
fihrungen des Verfassers itber die Reihe (17) im Original wiederzugeben,
um zu gleicher Zeit dem Leser eine deutlichere Vorstellun.g dfar schol.a-
stischen Behandlungsweise zu vermitteln, als dies durch d.xe blslfer mit-
geteilten kurzen Proben geschehen konnte. Die 12. conclusio beginnt:

1) Vgl die von G.EwnzstrOn gegebene Ausfith' 'ng zu der Reihe (17) in diesem

Bande der Biblioth, Mathem, S. 89,
11°
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Si sit aliquod tempus diuisum per partes proportionales pro-
portione dupla et in prima parte proportionali mobile moueatur
aliquanta velocitate: et in secunda in duplo velocius quam in prima:
et in tertia in sexquialtero velocius quam in prima: et in quarta in
sexquitertio velocius quam in prima. et sic consequenter procedendo
per ommnes species proportionis superparticularis’): spatium pertran-
situm in totali tempore est maius quam duplum ad spatium per-
transitum in prima parte proportionali et minus quam quadruplum.
Probatur prima pars quia diuisa sic hora per partes proportionales
proportione dupla: et mobili moto continuo vniformiter illo motu
quo mouetur in prima parte proportionali spacium pertransitum
adequate in tota hora esset adequate duplum ad spacium pertrans-
itum in prima parte proportionali vt patet ex se: sed modo mobile
velocius mouetur quam tunc cum in qualibet parte proportionali
- dempta prima modo velocius mouetur quam tunc et in prima eque
velociter sicut tunmc: igitur pertransit plus quam duplum spacium
ad spacium pertransitum in prima parte proportionali. Probatur
secunda pars: quia si illud mobile mouetur in prima parte propor-
tionali aliquantum velociter: et in secunda in duplo: et in tertia in
triplo velocius quam in prima: et sic consequenter vt povitur in
casu quarte conclusionis: tunc adequate pertramsiret quadruplum
spacium ad spacium pertransitum in prima parte proportionali: vt
patet ex quarta conclusione: sed modo mouetur in totali hora tar-
dins quam tunc per omnes partes proportionales dempta prima et
secunda. et in prima et secunda equaliter sicut tunc: igitur modo
pertransit minus spacium quam tunc in totali hora: et tunmc qua-
druplum pertransit ad spacium pertransitum in prima parte pro-
portionali: igitur modo minus quam quadruplum quod fuit proban-
dum. Et sic patet conclusio.

Im 1. correlarium wird mit genau derselben Ausfihrlichkeit die
Reihe (18) behandelt. Das 2. correlarium bringt das Beispiel

1) Die ,,proportio superparticularis bedeutet ein Verhiltois (> 1), bei dem das
Vorderglied das Hinterglied um einen aliquoten Teil des letzteren iibertrifft, im be-
sonderen hier die Zahlen der Form a-{-—:, wie %, —':-, —i— usw., die der Reihe nach
nproportio sexquialtera, sexquitertia, sexquiquarta etc. heiBen. Im Gegensatz dazu
steht die , proportio suprapartiens"; z, B, ist die nproportio suprabipartiens tertias
gleich %. Betragen die Ganzen mehr als 1, so wird das in der Weise ausgedriickt,
wie es die folgenden Spezialfille zeigen. Es ist z.B. ‘J% die ,proportio dupla sex-
quiquarta®, 3;')— die ,.proportio tripla suprabipartiens tertias, % (s. oben 8. 1568) ist
die ,,proportio superquindecimpartiens quadragesimasnonas®. Von der Schwerfillig-
keit des Textes kann sich der Leser hiernach wohl einen kleinen Begriff machen.
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1 7 8 7 11 3* 7 ! . B . 3_’ i
@) 6>+ g-g+ygrmtT wrmte>2g

das 3. correlarinm das Beispiel

b 1 7 1 9 M 3
(23) 2%>1+T'T'*1\T'3—'+7"3"+"'>T’

endlich das 4. correlarium die Reihe
3 5 1,7 1,7 1,11 1 4
@) 1g>l+g ptg gt ot nty ate >4
. ., 2
wobei die Koeffizienten der ungeraden Glieder immer Zahlen der Form 14 -,

die der geraden Glieder Zahlen der Form 1 +% gein sollen. Nur fir das
zweite (lied ist offenbar eine Ausnahme gemacht, damit dieser Koeffizient .
nicht > 2 wird. Fiir diese letzteren drei Reihen gibt Tmomas nur die
Resultate an, indem er sagt, daB diese so wie bei dem 1. correlarium be-
wiesen wiirden.

In betreff der letzten drei Reihen hat mir Herr G. Exesrrom die
folgenden Bemerkungen zur Verfiigung gestellt.

Das allgemeine Glied der Reihe (22) ist offenbar

@'+3 @ +3) (@ +3)-.. (" +3) 371

o1, a3, 94, .. on 6n—1

Lot =1
und der Koeffizient hat also einen Faktor (%) ’ . Man dirfte hier-
aus mit recht groBer Wahrscheinlichkeit folgern kénnen, daB die Summe
der Reihe nicht einmal durch Zuhilfenahme der Jacosischen Thetafunk-
tionen ermittelt werden kann. Um die Reihen (23) und (24) zu sum-
mieren, geniigt es, die Formeln

a+agtagi+... =ﬁ,

hs | h® 1+h
zu benutzen. Fiir die Reihe (23) ist h= %, fir die Reihe (24) ist
b= % Nachdem man im ersten Falle die logarithmische Reike summiert

hat, ist nur eine geometrische Reihe iibrig; im zweiten Falle hat man
drei Reihen dieser Art zu summieren. Als Resultat bekommt man

fir die Reibe (23)

V3l (V3 +2)— 3 =178,

fiir die Reihe (24)
41n(§)—2+;+§--j - 1-51.

1) Im Original steht (wohl nur aus Versehen) . :exdecuplum sexquiquartam''.
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Fir Toosas ist es eine sehr peinliche Sache, daB er den Weg des .
Korpers bel Reihen der hier gekennzeichneten Art nicht genau bestimmen
kann. Denn es scheint bei den damals im Schwange befindlichen dialek-
tischen Diskussionen ofters vorgekommen zu sein, daB ein bésartiger Dis- :
putant (,illiberalis atque acerrimus calculator')*) den Gegner durch Stel-
long solcher tiickischer Beispiele in die grioBte Verlegenheit brachte
(,grandia verba trutinando inflata. bucca: supercilio eleuato: rugataque °
fronte: atque ore tragico ... multisque clamoribus respondentem vulgo
superatum atque deuictum nitetur ostendere®). '

Es ist interessant, daB Tromas die Unmoglichkeit nicht in der Sache
selbst sieht, sondern nur fiir eine unangenehme Folge der Beschrinktheit
des menschlichen Verstandes hilt (,impossibile est naturaliter intellectum
finite capacitatis talem velocitatem sic difformem ad vniformitatem redi-
gere). Er glaubt aber, daB die Seelen spiter das alles erkennen werden
(»Credo tamen animas separatas a corpore et intelligentias in imperspecto
tempore omnia ista cognoscere). Trotz dieser Resignation gibt er dem
Disputanten doch den Rat, wenn eine solche Frage ,in publica et celebri
litteraria palestra® auftrete, zunichst nach dem Vorbild von Oresuz
(s ¥1080L4US OREN)?) zu behaupten, daB eine Irrationalzahl herauskommen
miisge (,spacia pertransita irrationalia esse®). Das ditrfte Ja auch in der

moglich hilt, daB der ,calculator” sich so betrigt, wie oben geschildert,
gibt er dem Disputanten noch zwei rhetorische Kniffe an, durch die er
sich gegebenenfalls aus der Schlinge ziehen mdge.®)

* *
*®

1) ,Calculator* war ein Gelehrter, der sich besonders mit der Untersuchung
des ,motus* befaBte, wo natiirlich immer, wenn auch meist cinfache, Zahlenbeispiele
beniitzt wurden. Im besonderen wurde Jjener Suvisern ,Calculatort genannt, der von
allen spiiteren Scholastikern zitiert wird und den umser Autor auf dem Titelblatt
nennt. Es sel angemerkt, daB iu einer Handschrift der Caleulationes, die sich in der
Bibliothéque Nationale zu Paris befindet, der Verfasser Rrccarpus pE Gouvsa Esmeor
genannt wird; vgl. Donex a. a. 0. S. 418,

2) Hierzu gibt Twomss keinen Verweis. Er fihrt sonmst von Oresme nur den
Tractatus proportionum (gedruckt Venedig 1505) an, in welchem aber derartice Dinge
gar nicht behandelt werden. )

3) Vgl. dariiber Dumex a.a. 0, S. 642/43. Die erste dieser ,Cautelen® besteht
darin, die Forderung des Calculators licherlich zu machen, u. a. dadurch, daB man
Feder und TintenfaB verlange, um das Verlangte zu berechnen (wpetaturque calamus
et atramentarium vt specie multiplicationis ceterisque algorismi speciebus calecnlari
valeat velocitatis intensio in casu per eum posito!). Jedenfulls ist kein Zweifel. daB
die Pariser Scholastiker im Rechnen nauff der Federn" (so driickten sich die im‘ An-
fang des 16. Jahrh. erschienenen deutschen Rechenbiicher gern aus) gut zu Hause
waren.
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Mein Bericht iiber das 3. Kapitel des: Liber de triplici molu von
Avrvarus Tromas ist zu Ende. Es scheint nicht, daB Tromas auch noch
an anderen Stellen seines Werkes unendlicas Reihen benutzt. Wenn ich
aber meinem Aufsatz einen allgemeineren Titel gegeben habe, so kann
ich dies damit begriinden, daB\ ja die Hauptteile der Lehre von Tmowas
schon bei Orrsme vorkommen, der selbst wahrscheinlich ebensowenig der
Erfinder ist. Oresme kennt schon die Teilung einer Strecke nach einer
geometrischen Reihe von beliebigem Verhiltnis') und er wendet die
Summen der Reithen 142+ 22+ 23+... und 1 4+ 22+ 32 + 42°+...
an. Auch eine Bewegung von der durch Fig. 3 dargestellten Art betrachtet
er. Die spiteren Scholastiker haben Orzsurs Beispiele nicht @ibersehen.
Im 2. Kapitel der Caleulationes jenes sog. Suiserr, der nur wenig jilnger
gein kann als OrEsyE, und in einem anonymen Traktat A est unum cali-
dum, der vor 1390 geschrieben sein muB, finden sie sich wieder.?) Aber
die Oxforder Schule, der diese beiden Werke entstammen, verschmihte
schon, wie spiiter ALvarus Tmomas, die geometrische Versinnlichung, Das-
selbe tut der Florentiner Arzt und Philosoph Berwmarp Tomnius oder
Tornt(o) (f 1500) in seiner Schrift In capitulum de motu locali Hevrrs.
sErr quedam annotata, wo er nur andere Verhilinisse als Oresme benutzt,
niimlich 3 und 2, nach denen die Zeitstrecke in ,partes proportionales”
geteilt wird¥) Ebensowenig benutzt eine graphische Darstellung der
Genter Philosoph Jomaswxes Ducraerr (f 1513), der am Kollegium zu
Montaigu lehrte und in seinen Questiones in libros phisicorum Arzsrorsits
(gedruckt Paris 1506) Beispiele nach Oresxe formte, indem er als grund-
legendes Verhiltnis 4, 5 und G einfiihrte.*)

Bei all diesen Reihen bildeten die Koeffizienten entweder selbst eine
geometrische Reihe (aber nur mit dem Quotienten —;—) oder die Reihe
1,2, 3, 4,... Wenn nicht weitere Vorginger noch aunfgefunden werden,

1) Aus Domex (a.a. 0. S, 393, S. 531 und 8. 540) muB man schlieBen, daB Orcsux
nur das Verhilltnis 2 in Betracht zog. Das ist keiueswegs der Fall. Ich sehe aus
den von Herrn Dumex gemachten, mwir in freundlichster Weise zur Verfiigung ge-
stellten Ausziigen aus der zitierten Handschrift, da8 z.B. im 9. Kapitel des 8. Teiles
das Teilungsverhiiltnis 4 zugrunde gelegt wird. Sicherlich hatte also schon Oresus
den allgemeinen Begriff der Teilung in ,,partes proportionales*.

2) Vgl. Dusrx, a.0.0. 8. 479 und S.476. Der Traktat 4 est unum calidum ist
nur handschriftlich vorhanden. Die Druckausgaben der Caleulationes (o.J.; 1488;
1498; 1520) sind bei Dumex (a. a. O. S.415/16) niher beschrieben,

3) Vgl. Dunex, a.a. O. 8. 501. Torms Schrift v vrde zuerst 1484 zu Pisa gedruckt
(Durex 8. 495), dann in die Kommentare zu dem  ractatus GorIELyMr HENTISBERI de
sensu composito et diviso (Venedig 1494, s. meinen 4 'fsatz in Biblioth. Mathem. 3,

1912/13, S.117/18) aufgenommen.
4) Vgl. Dunex, a.a. 0. S.531 und S. 527, Fufaote 1.
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wire also Tnowas die Kombinierung dieser beiden QReihenarten zu ver-
schiedenartigen Beispielen und die erste systematische Darstellung der
ganzen Lehre zuzuerkennen. Die Tatsache der Summierung der Reihe
14 2z + 32° 4+ 42° +... ist aber schon ein ganz neues Faktum im

christlichen Mittelalter und die Tromassche Darstellung eine weiters’

bemerkenswerte Erscheinung auf dem Felde der Behandlung unendlicher
Reihen vor der Erfindung der Differentialrechnung.') Eine Betrachtung
@ber die Konvergenz der summierten Reihen habe ich nicht finden kénnen,
wiewohl mindestens Reihen wie {22) schon geeignet gewesen wiren, eine
Bemerkung daritber zu veranlassen. Die vorkommenden divergenten Reihen
sind simtlich solche, bei denen die Divergenz selbstverstindlich ist. Wir
werden aber den Scharfsinn dieser Gelehrten auch in mathematischen
Dingen nicht unterschéitzen, wenn wir bedenken, wie auBerordentlich
diirftig ihre mathematischen Kenntnisse waren. Dumesx fragt mit Recht,
was man wohl von jenen Minnern — und es waren deren nicht wenige,
die das hier Auseinandergesetzte damals beherrschten — hitte erhoffen
diirfen, wenn es ihnen vergbnnt gewesen wire, ARCHIYEDES zu lesen, ja
man darf vielleicht hinzufiigen, wenn sie auch nur von Evkrip etwas mehr
als die allerersten Biicher gekannt hiitten.

1) Ich weiso nufl eine Arheit von G. Exzsrndx hin (Biblioth. Mathem. 12,
1911/12, 8.135—148), in welcher er zeigte, daB P, Mencont in einem Buche Nowae
quadraturae arithmeticae (Bononine 1660) lange vor Jixon Bennovrrt die Divergenz
der bharmonischen Reibe bewies, mehrere andere Reibengnttungen summierte und sich
therhaupt allgemein mit Konvergenzfragen beschilftigte.

Berichtigung zu meinem Arlikel: Zwel Bemerkungen zu Sririivss
Lineae tlertii ordinis Nrorovianae dieses Bandes: S. 57 Z, 20 v. u, lies
nv-fachen Punkt® statt ,,(n — v)-fachen Punki®
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